1. Az ABC derékszogii haromszog befogoi: AB = 3; BC = 3v/3; ezért az atfogo AC = 6, a haromszdg koré irt kor
sugara 3 egység. Ezekbdl kovetkezik, hogy az AOB haromszog (amelynek O cstcsa a kor kézéppontja) egyenls oldalu:
mindegyik oldalanak hossza 3 egység. A korszelet keriilete az AB oldal és az AB iv hosszanak 6sszege. Az AB ivhez
tartozo kozépponti szog: AOB< = 60°.

2.3
Kszelet =3+ 6 T =3+ (: 67142) egySég'

A korszelet teriiletét az AOB korcikk és az AOB egyenl$ oldalt haromszog teriiletének kiilonbsége adja:

9r  9V3 _ 6m—9V3
6 4 4

Tszetet = (= 0,815) teriiletegység.

és a kétszeres szogekre vonatkozo trigonometrikus azonossagokat, az egyenlet

2. Felhasznalva a ctgo = o
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h —2sinxcosz = (cos
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x),

(1)

ha x # kr (k =0, +£1, £2, ...) alakra hozhato.
Rendezés utan az

(2) (1 —sin?z — cos? ) cosz = 0

egyenletet kapjuk.

Mivel 1 — sin?z = cos? z, ezért a szorzat elsG tényezéje nullaval egyenls. Igy a (2) egyenlet minden valés szamra,
igaz. Mivel a megadott feltétel mellett egyenértékd atalakitasokat végeztiink, az eredeti egyenletnek az x = km-t6l
(k=0, £1, £2, ...) kilonb6z6 valos szamok a megoldasai.

3. A testvérek mostani életkora is egy szamtani sorozat négy egymés uténi eleme. JelGlje e sorozat elemeit aq;
a1 + d; a1 + 2d; a1 + 3d, ahol a; a legidGsebb testvér mostani életkora.
A feltételek szerint

(a1 4 2d — 15)* = (a1 — 15)(a1 + 3d — 15),
11
a1+ a1 +2d+ a1 +3d = Z(al—l—d).

Rendezés utén a

d(4d — 154+ a;) =0,
a1 +9d=0
egyenletrendszert kapjuk.

Ha d = 0, akkor a; = 0, ez azonban nem megoldésa a feladatnak. Ha 4d — 15 + a; = 0, akkor d = —3 és a1 = 27.
Igy a testvérek mostani életkora: 27; 24; 21; 18 év.

4. Az dbra jelolései szerint AB = 10, a sulyvonalak CC; = 6 és AA; = 9, tovabba S az ABC haromszog stlypontja.
Alkalmazzuk a koszinusztételt az ASCt haromszogre. Mivel AC; =5, AS = 6 és SC1 = 2, ezért 25 = 36 +4 — 24 cosd,

és ebbdl cosd = g

Az A1 5C haromszog C'A; oldalat is a koszinusztétellel szamithatjuk ki: mivel CS = 4 és SA; = 3, ezért CA% =
5
16 +9 — 24 - -, azaz CA; = Vv10. Mivel 2- CA; = CB, ezért CB = 2v/10 (= 6,325). Az ASC haromszogbdl szintén
koszinusztétellel kapjuk meg az AC oldal hosszat:

5
A02:36+16+48-§:82.



Ebbsl AC = v/82 (= 9,055).
5. Legyen C(x;y) az adott kor olyan pontja, amelyre fennall, hogy

AC 3
@) BC %
(1)-bol a kovetkezs egyenletet kapjuk:
(2) Al +4)° + (y + 1] = 9[(x - 6)* + (y — 1)*].

Mivel C(z; y) a kor pontja, ezért (2)-bol és a kor egyenletébdl egy egyenletrendszerhez jutunk, amelybol y = 15—5z.
Ezt a kor egyenletébe helyettesitve a 1322 — 762 + 100 = 0 egyenletet kapjuk. Az egyenlet megoldasai x; = 2 és
50

1'2:1—3.

50 55
A kor keresett pontjai: C1(2;5) és Caf

B 1)
6. A csonka kip tengelymetszetének abrajarol leolvashato, hogy a csonka kup alkotdja R + r, magassaga pedig 12
egység.

A csonkakup felszine:
A=n(RP+r*)+7(R+71)(R+r) =2n(R*+ Rr +1?),

térfogata:
V = 471(R* 4 Rr +1?).

v
A két mérészam hanyadosa: — = 2.
A magassag altal levagott derékszogi haromszogre Pitagorasz tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1224+ (R—7r)*> = (R+7r)?, ebbsl: Rr = 36.

7. Az egyenlet értelmezése miatt = # +p. Az adott egyenlet ekvivalens atalakitasokkal z(4 — p) = 8p? alakra
2

8
hozhat6. Ha p = 4, akkor nincs megoldasa az egyenletnek. Ha p # 4, akkor x = 1 P . Mivel azonban x # =+p, ezért
8 2
T = P #* +p
4—p
Az eredeti egyenletnek tehat akkor sincs megoldésa,

8p? 4
ha =p, azazp=0 vagyp=—,
4—p 9
8p? 4
ha =—p, azazp=0 vagyp=——.
4—p 7

. 4 4
Osszefoglalva: Akkor van megoldasa az adott egyenletnek, ha p # - 0; 9’ 4.

Ahhoz, hogy az egyenlet gyokére teljesiiljon a masodik kérdés feltétele, a

*) 5

egyenlGtlenségnek kell fennéllnia.

4
Ha p < 4, akkor (x) ekvivalens azzal, hogy 9p? — 4p < 0, ami akkor teljesiil, ha 0 < p < 9"



4
Ha p > 4, akkor (%) ekvivalens azzal, hogy 9p? — 4 > 0, ez pedig akkor all fenn, ha p < 0 vagy p > 9 de a kezdeti
feltétel miatt p > 4.
w 4
Osszefoglalva: az egyenlet gyoke akkor lesz kisebb p-nél, ha 0 < p < 9 vagy p > 4.

8. a) Alakitsuk at az adott kifejezést a kovetkezs modon:

10"(9n — 1) +1=9n-10" — (10" — 1) =
=9(10™ + 10™ + ... +10™) —9(10" ' + 10" 2 ... +1) =
ntag ntag

=9[10" (10 — 1) + 10"2(100 — 1) + ... + (10™ — 1)].

Mivel a szogletes zarojelen beliil a kerek zardjeles kiilonbségek mind oszthatok 9-cel, ezért az egész kifejezés oszthatod
9.9 = 8l-gyel.

b) Mivel 1990 = 10 - 199, tovabba hogy 10 és 199 relativ primek, elég bizonyitani, hogy az adott szorzat oszthato
199-cel és 10-zel. 600™ — 3™ oszthatdé 600 — 3 = 597 = 3 - 199-cel, tehat 199-cel is.

Azt kell még bizonyitanunk, hogy n® — n oszthat6 10-zel; ehhez elég megmutatnunk, hogy utolsé jegye 0. Nézziik
vegig n lehetséges utolso jegyeit. Ha n végzédése 0; 1; 2; .. .; 9, akkor n® végzédése is rendre 0; 1; 2; ...; 9 (pl. azért,
mert n° utolsé jegye rendre megegyezik a 0° = 0, 1° = 1, 2° = 32, ..., 9° = 59049 utols6 jegyével), kiilénbségiik utolso
jegye tehat valéban 0.



