1. - Gaussy fellépéséig a paratlan oldalszami szabélyos sokszogek koziil csak a 3, 5 és 15 oldald sokszoget tudtak
korzével és vonalzdval megszerkeszteniE Gauss 1796-ban, 18 éves koraban felfedezte, hogy a szabdlyos 17-szog is
megszerkeszthet6 korzével és vonalzoval. Ez a felfedezés, melyre egész életében biiszke voltE inditotta arra, hogy életét
a matematika tanulmanyozasanak szentelje.

Gauss tulajdonképpen csak azt mutatta meg, hogy a szabélyos 17-sz0g szerkesztése négy masodfoku egyenlet
gyokeinek a megszerkesztésére vezethets vissza, anélkiil, hogy a szerkesztés keresztiilvitelére eljarast adott volna. Az
azota eltelt id6ben a szabdlyos 17-sz0g szamos kiilonbo6z6 szerkesztését kozolték. Ezek mind az emlitett négy egyenlet
geometriai megoldasan alapulnak. Nem ismeretes olyan szerkesztés, mely a feladat tiszta geometriai elemzésén alapulna.
A kovetkezSkben a szabalyos 17-sz0g szerkesztésének egy ilyen targyalasat adjuk.

2. — Jelentsék A, Ay, As, ..., A1 az O kozépponti és OA = 1 sugari korbe beirt szabalyos 17-sz0g egyméasutan
kovetkezd csticspontjait. Az Aq, Ao, ..., Ag pontokbol az AB atmérdre bocsatott merdlegesek talppontjai legyenek
rendre Py, Ps, ..., Ps (1. dbra).
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1. dbra

Ugyane pontokbol a kor AB-re merdleges OC sugarara bocsatott merdlegesek a korbe beirt szabalyos 34-sz0g egy-egy

atlojanak felével egyenlSk. Legyen ezen atlok hossza nagysaguk csokkend sorrendjében zq, xs, x3, ..., vs. Ekkor:
2OP1 = T2, 2'OP5:£L'7,
2'OP2:£L'4, 2'OP6:£L'5,

2'OP3:$6, 2'OP7:$3,
2'OP4:$8, 2'OP8:$1.

Abrankon feltiintettiik az egyes szogeknek a kirbe beirt szabalyos 34-sz6g egy oldalahoz tartozo kézépponti szogre,
mint szogegységre vonatkozo mérdszamat. Ama egyenld szért haromszogekbdl, melyeknek alapja x1, xs, ..., xg és
szaraik a kor sugaraval egyenl@k, Osszeallithato a 2. dbrdn lathaté haromszog, mely egyenls szara

2. dbra

L Carl Friedrich Gauss német matematikus, fizikus és csillagasz, sziil. 1777. apr. 30-an Braunschweigben, megh. 1855. febr. 23-an
Gottingdban, ahol 1807 6ta egyetemi tanar és csillagvizsgdlo igazgatdja volt.
3 1
2 Az utobbit a = — = = — egyenl@ség alapjan a kor keriiletének 3 és 5 egyenlo részre vald osztasaval.

3 5 15
3Erre utal az a kivansaga is, hogy sirkdvére szabalyos 17-szdget véssenek. Ez a kivasaga ugyan nem teljesiilt, de sziilsvarosaban emelt

szobra szabalyos 17-szogi alapon all.

4Konnyii belatni, hogy ha n = 2k+1, ahol k 1-nél nagyobb egész szdm, és ¢ az egységsugaru korbe beirt 2n oldalu szabalyos sokszog egy
oldaldhoz tartoz6 kézépponti szog, akkor ama egyenls szart haromszogekbdl, melyekben az alapon nyugvo szog ¢, 2¢, ..., ke és szaraik
egységnyi hosszisaglak, egyenld szart haromszdg allithaté Ossze. Annak az egyenld szari haromszognek az alapja, amelyben az alapon
nyugvo szog ke, nyilvan az egységsugari korbe beirt szabalyos 2n-szog oldalaival egyenld. Ezt hasznalja fel egy kb. ezer évvel ezel6tt élt
névtelen arab szerzs és kés6bb Vieta francia matematikus is (élt 1540 — 1603) ama algebrai egyenlet levezetésére, amelynek megoldasara a
kérbe beirt szabélyos hétszog szerkesztése visszavezethets. (Minthogy ez az egyenlet harmadfokd, a kor sugarabol nem allithato el elemi
geomelriai szerkesztéssel — azaz pusztan vonalzo és korz6 hasznalataval — a korbe beirt szabalyos hétszog oldalaval egyenls egyenesdarab.)



Ebbdl kovetkezik
T+ T3+T5+ 27 —To—T4—Tg—Tg =1

1: - = 1+—2
=X =X x
21 ! 2 ’

alapegyenletiink.
Abrank alapjan tovabba

amibdl
22 =24 xy;
hasonloképpen
1: lLL‘l =9 : 1(,Tl +$3)
2 2 ’
amibdl

1Ty = T1 + T3;

és igy tovabb. Ily médon a kdvetkezs szorzotablat kap jukﬁ

T T2 I3 T4 xIs Te Ty xTg
T1| 24 x2|x1 + T3|T2 + T4|T3 + T5|T4 + TG|T5 + T7|T6 + TS|TT — T8
To|x1 + x3| 2+ T4|X1 + T5|T0 + Tg|X3 + T7|X4 + T8|XT5 — T|T6 — T7
r3|To + 4|1 + T5| 2+ 26|T1 + T7|T2 + T8|T3 — T8|T4 — T7|T5 — X6
T4|x3 + T5|xe + Tg|lx1 + T7| 24+ 8|1 — T”|T2 — TT|T3 — Tg|T4 — T3
T5|xy + x|T3 + T7|T0 + 2|1 — 28| 2 — T7|T1 — TG|T2 — TH|T3 — 24
Tglrs + T7|Xgs + T8|T3 — XTg|To — T7|X1 — Xg| 2 — X5|T1 — T4|T2 — T3
T7|Te + 8|5 — TR|Tg — X7|T3 — XTg|T2 — T5|T1 — T4 2—173171—172
Tg|Ly — X8| Xg — 7|5 — Xg|XLg — T5|X3 — Xg|T2 — 3|1 — X2 2—$1

Marmost az x-ekbdl a kovetkezs, kiilonbozs tényezékbdl allo kéttényezss szorzatok képezhetsk:

172, 173, T1T4, 15, T1%e¢, Z1Z7, L1835
r2T3, T2T4, €25, T2T6, 27, L2T8;

L34, ZL3Ts5, I3T6, 3T, L3T8;

L4Ts5, TaTg, Ty, L4T8;5

T5T6, 57, LT85

ZeZr, L8

X7xg.

Ha kiindulunk az x;xo szorzatbél és a szorzdtabla segitségével megkeressiik azt a két x-et, melyeknek Gsszege,
illetve kiilonbsége e szorzattal egyenld, azutan megkeressiik azt a két xz-et, melynek Osszege illetve kiilonbsége az el6bb
talalt két = szorzataval egyenls, és igy tovabb, akkor nyolc 1épés utan az alabbi I. oszlopban felirt egyenlGségeket
kapjuk:

5 A tablazatba foglalt egyenlGségek a % sz0g és tObbszoroseinek szogfiigvényei kozotti kapcsolatot fejeznek ki. Pl. Az

T1T2 = T1 + X3
egyenlGség a
2cosa - cos B = cos (a+ B) + cos (a — )
ismert képletb6l adodo

by T T g
2c0s — - cos2— = cos — + cos 3—
17 17 17 17

Osszefiiggést. Ez teszi lehetévé, hogy tovabbi meggondolasainkban a trigonometriat is nélkiilozziik.



L II. I11. IV.

T1xg = T1 + X3, 1Ty = T3 + Ts5, T1Ts = T4 + Tg, T1Te = T + X7,
T1T3 = T2 + X4, T3T5 = T2 + Ts, TaTe = T2 — T7, Ts5T7 = Ty — Ts,
T2Ty = T2 + T, Takg = Te — L7, ToT7 = X5 — T8, T2T5 = T3 + X7,
T2k = X4 + Tg, TeX7 = T1 — X4, Tpxg = XT3 — X4, T3T7 = T4 — 27,
T4Tg = T4 — Ts, T3Tq = X1 + T7, T4T7 = T3 — Te,
T4T5 = T1 — Ts, T1T7 = T + T8, T3Te = T3 — T8,
r1xg = X7 — Ig, Telg = T2 — I3, T3xg = Ts — Te,
T7Tg = T1 — T2, o3 = X1 + T, T5Xg = L1 — Tg-

Ha az x1x3, z128, 224, T2xg, T4T5, T4Ts, vagy xyxs szorzatbol indulunk ki, akkor ugyanezeket az egyenlGségeket
kapjuk, csak mas sorrendben. Ha az I. oszlopban nem szerepl6 kéttényezds szorzatok koziil a szorzatok fent felirt
sordban az elsébdl, x1x4-b6l indulunk ki, akkor a II. oszlopban allé egyenlGségek adddnak. Hasonldé moédon az eddig
nem szerepelt szorzatok koziil az els6bél, x1x5-bdl kiindulva a III. oszlopban all6 egyenlGségeket és az azokban sem
szerepld szorzatok koziil az els6b6l, x1x6-bol kiindulva a IV. oszlopban 4ll6 egyenlGségeket kapjuk.

Az egy oszlopban all6 egyenlGségek a P pontok altal hatarolt egyenesdarabok folé, mint atmérd folé rajzolhato
nyolc-nyolc, illetSleg négy, egymést meghatarozott ciklusos sorrendben kdvetd kor kozotti kapcesolatot fejeznek ki, mely
szerint az O pontnak barmelyik koérre vonatkozé hatvinya a rakovetkezé kor kdzéppontjanak O-t6l valé tavolsdgéaval
egyenld. Pl. az xoxg = x4 + xg egyenlGség igy is irhato:

4.0OP,-OP; =2(OP, + OP,)

vagy még igy is:
1
OPl OP3 = 5 (OPQ + OP4) 5
itt a bal oldalon &ll6 szorzat az O pontnak a P, P; atmérg folé irt korre vonatkozé hatvanya, a jobb oldalon &llo
kifejezés pedig a Po Py atmérs folé irhato kor kézéppontjanak O-t6l valo tavolsaga.
Minthogy a II. oszlopban all6 egyenléségekben az O pontnak csak négy korre, a PsPs, PsPr, Py Py, P> Ps f6lé, mint
atmerd folé irt korokre vonatkozo hatvanya és e korok F, F, G, H kozéppontjainak O-tol vald

1
OF = 5 (OPg - 0P5) =T — X7,

1
OF = 5(0P6 + OP7) =3+ Ts,

[y

OG (OPl +OP4) :I2+Ig,

T2
1
OH = §(OP8 _OP2) =1 — T4

tavolsdga kozotti kapcesolatot fejeznek ki, mely tavolsdgokra nézve alapegyenletiink is feltételt jelent, torekvésiink
arra irdnyul, hogy e négy kor kozéppontjai kozott tovabbi olyan kapcsolatot keressiink, amelyek alapjan e pontok
megszerkeszthetsk.

Ha ugyanis e pontokat ismerjiik, akkor tobbféleképpen is meg tudjuk szerkeszteni a keresett sokszoget. Igy pl. az

Tel7 = L1 — X4

egyenletbdl
OP; -OPs =0H =1-OH = 0OA-OH,

és igy az AH és P3Ps; atmérg {6lé rajzolt korok az OC sugar egy K pontjaban metszik egymast (1. az 1. dbrdt). Ha
tehét ismerjiik az E és H pontokat, akkor meg tudjuk szerkeszteni a P53 és Ps pontokat, és ezek segitségével a keresett
sokszoget.

Az E, F, G, H pontok kozott kapcesolatot keresve mindenek el6tt észrevessziik, hogy az EF és GH atmérd folé irt
korok az OC sugar meghosszabbitasat ugyanabban a D pontban metszik. Ugyanis:

1 1
OF - OF = E(Ig —x7)(x3 +a5) = E(Ig.ﬁbﬁ — T3x7 + T5Te — T5T7) =



1
:1—6($3—$8—$4+$7+!E1—$6—5E2+!E5),

és igy alapegyenletiink szerint

1
OE-OF—1—6.

Hasonl6 médon ) )
OG-OH = E(xg +xs)(r1 — x4) = 16
Tehat

OF -OF =0G - OH.

Latni valé egyszersmind, hogy

1
OD_Z'

Eszrevessziik tovabba, hogy G ugyanolyan aranyban osztja az EF tavolsagot kiviilrsl, mint H beliilr6l. Ugyanis
EG-FH = (0OG - OFE)(OF —OH) =

1
= R(‘T2+$8_$6+I7)(I3+$5—$1 +x4) =

= E(—ﬂn +x2 + 23 + 24 — T5 — T6 + T7 + Tg),
és
FG-EH = (OF + OG)(OF + OH) =

= 1—6(953 + a5+ 22+ ag)(x6 — a7 + 1 —x4) =
1
= 1—6(—3:1 + a2+ x3 + x4 — 5 — T + 7 + T8),
vagyis
EG-FH =FG-FEH,
amibdl

EG:FG=FH:FH.

Minthogy pedig
EDF<=GDH< = 90°,

azért
GDE< = EDH<« = HDF< = 45°.

Legyen I az AB egyenes ama pontja, mely ugyanolyan ardnyban osztja az FF tavolsagot kiviilrsl, mint O belilrdl.
Akkor
OF :OF =EI : FI,

ahonnan
OF -FI =0OF -FI,
vagyis
OE(OF + OI) = OF(OI — OFE),
s igy

OI*2OF0E* ($6—$7)($3+LL‘5)
 OF —-OFE  2(x3+ x5 — 26 +27)

vagy, mivel
(v —x7)(x3 + 25) =1,

azért
1
2(z3 + x5 — 26 + x7)

Minthogy pedig EDF< = 90°, azért EDI<< = ODE<.
Legyen J az AB egyenes ama pontja, mely ugyanolyan aranyban osztja a GH tavolsagot kiviilrgl, mint az O pont
beliilrél. Akkor

Ol =

OG:0H=GJ:HJ,



ahonnan
OG-HJ=0H-GJ,

vagyis
OG(OJ — OH) =OH(0OG + 0J),

s igy
. 2-0G-0OH . ($2+,’E8)(£L‘1 —1'4)

OJ = =

OG- OH 2(I2—|—I8—I1 —|—{E4)7

vagy, mivel
(o +ag)(x1 —24) =1,
azért
1
OJ = .
2(xe + s — 1 + x4)
A fentiek szerint 1
OoI-0J =

4($3 + x5 —x6 + 1'7)(1:2 + x5 — a1 + 1'4),

vagy, mivel
(x5 + 25 — w6 + x7) (T2 + 28 — 21 + x4) = 4,

azért 1
—2
Ol-0J=—=0D".
16
De akkor 1
oI = 507 = g(;vz-l—.%'g—.%'l +x4)
és
1

7= 1601 ~ gl s wetan),

sigy I a GH és J az EF tavolsag felezGpontja.
Legyen I.J felez6pontja M. Akkor

1 1
OM:E($3+3§5—:1:6—|—x7—x2—:1:8—|—x1—x4):E,

és igy ADM< = 90°, mert
1 .
OA-OM:LOM:E:OD?.

Még megjegyezziik, hogy az A pont ugyanolyan ardnyban osztja az IJ tavolsagot kiviilrél, mint az O pont beliilrél
és igy ODI< = IDA<, tehat
4-ODE<=0DA«.

Valoban 1

OJ—OI=§=2-OI-OJ,
ahonnan

OJ(1-0I)=0I(1+0J),
vagy

OJ(OA —OI)=0I(0A+0J),
és igy
OJ-AI =0I-AJ,

azaz

Al : AJ =0I:0J.

3. — Eredményeink alapjan az O koézéppontt és OA sugaru korbe beirt szabalyos 17-sz0g kovetkezs szerkesztése
adodik (1. dbra):
1

A korben megrajzoljuk az AB atmérdre merGleges OC' sugarat és a meghosszabbitasara ramérjiik az OD = ZOA

tavolsdgot. A D pontban A D-re merdlegest allitunk, mely AB-t M-ben metszi. M-bgl, mint kézéppontbol M D sugarral
kort rajzolunk, mely O A-t I-ben, O B-t pedig J-ben metszi. BJ meghosszabbitasara ramérjiik a JE = JD téavolsagot,
AT meghosszabbitasara pedig az TH = ID-t. AH {6lé, mint atmérd folé kort rajzolunk, mely OC-t K-ban metszi.
Ezutan E-bdl, mint kézéppontbdl a K ponton at kort rajzolunk, mely AB-t Ps-ban és Ps-ben metszi. E pontokban
az AB-re emelt merGlegesek az adott kort a keresett 17-sz0g As, A14, és As, Aqo csucspontjaiban metszik.



Ez a szerkesztés, amint latszik, Lebesque—t(ﬁﬁ vald, aki a korosztas algebrai elméletébdl indul ki.
Meggondolasaink alapjan a szabalyos 17-sz0g szerkesztésének egy mas moddja — mely Richmond-t6l valo — a
kovetkezs (1. dbra):

1
Az OC sugar meghosszabbitasara — ugy mint el6bb — ramérjik az OD = ZOA tavolsédgot. Ezutan az OA és OB

1
sugaron meghatarozzuk az F és H pontot ugy, hogy FDO< = ZADO<I és EDH< = 45° legyen. Az F és H pont

ismeretében P; és Ps gy szerkesztheté meg, mint el6bb. )
Fenti meggondolésaink alapjan a szabdlyos 17-sz0g méas szerkesztése is kdnnyen igazolhat6. Igy pl. a kovetkezs,
talan legismertebb, Serret-Bachmann-feldd] szerkesztés is (3. dbra):

N A,
o et

J'B MUO E' I'h VG
Ay

3. dbra

8 Henri Lebesque (1875-1941) a Collége de France 7 tanéra és a parizsi tudoméanyos akadémia tagja volt. A fenti szerkesztést Lecons
sur les constructions géometriqués cimd miivében taldljuk, mely csak halala utan, 1950-ben jelent meg Parizsba.

A Collége de France 1530-ban — a hajdani hires, de akkor mar hanyatlo félben levd parizsi egyetem versenytarsaként — a tudoméanyok
miivelésére és terjesztésére alapitott allami intézet, amelyhez mindenkor a legnevesebb tudoésokat sikeriilt megnyerni tanarnak.

8 Herbert William Richmond (1863-1948) a cambridgei Kings College-ben® matematikat tanitott. A fenti szerkesztést 1893-ban a Qu-
arterly Journal of pure and applied Mathematics 26. kotetében kozolte.
Richmond-nal a szerkesztés igazolasa azon alapul, hogy a masodfoku egynlet geometriai megoldasa — bizonyos feltételek mellett — szogfe-
lezésre vezethetd vissza. Példaul az egységsugara korbe beirt kétféle szabalyos tizsz0g'® oldalhossza kielégiti az

z224+z-1=0
egyenletet, mely még igy is irhato:
2x
1—x2
Ebbdl a L
2tg s
tga = 722 T
1-tg“5a

ismert képlet alapjan — figyelembevéve, hogy fele akkora sugart kdrbe beirt szabalyos tizszog oldala is fele akkora — a szabdlyos 6tszog
kovetkez szerkesztése adodik (4. dbra):

Az O kozéppontu és OA sugart kor AB atmeérGjére mer6leges OC sugaranak D kozéppontjat Osszekotjiik A-val; azutan megrajzoljuk az
OD A szognek és mellékszogének a felezGjét, mely AB-t Py és P> pontban metszi. E pontokban az AB-re emelt mer6legesek a kort a keresett
AA1Ag A3 Ay GtszOg Aq és Aa, illetSleg Ao és Az csiicspontjaiban metszik.

9A King’s College egyike a cambridge-i egyetemen fennallo 17 intézetnek, amelyekben az egyetem hallgatoi a rajuk feliigyels és Sket
tanité tanarokkal egylitt laknak, étkeznek és tanulnak, s amelyeket sajat torvényeik szerint igazgatnak.

k
107, egységsugari korbe beirt kiilonb6z¢é alakt szabalyos n-szdgeket tgy kapjuk meg, hogy a kor keriiletének —-ed részéhez tartozo
n

hurt a keriilet egy pntjabol kiindulva n-szer egymas utan felrakjuk, ahol k helyébe azokat az E—nél kisebb pozitiv egész szamokat tessziik,

melyek n-hez relativ primek.Ha k£ = 1, akkor kézdnséges szabalyos n-szoget kapunk; ha k > 1, akkor a sokszoget szabdalyos csillag-n-szégnek
mondjuk.

L Joseph Alfred Serret (1819-1865) a Collége de France tanara és a parizsi tudoményos akadémia tagja volt. A szabalyos 17-sz0g altala
feltalalt szerkesztését Cours d’algébre supérieure cimi mivében irja le (1849), mely tobb kiadasban és forditasban jelent meg.

Paul Bachmann (1837-1920) el6bb a boroszloi egyetem, azutan a mainzi akadémia tanara volt. A fenti szerkesztés, mely Serret szer-
kesztésének modositott valtozata, Die Lehre von der Kreisteilung cimi miivébdl valo (1872).



1
Legyen OC az O kdzépponti kér AB atmérdjére merdleges sugara. Ramérjiik a kor OB sugarara az OM' = ZOA

tavolsagot és M’'-b6l, mint kdzéppontbol M'C sugérral kort rajzolunk, mely OA-t I'-ben, OB-t pedig J'-ben metszi.
J'-bél J'C sugarral korivet rajzolunk, mely AB-t E’-ben metszi; hasonloképp I’-bél I'C' sugérral korivet rajzolunk,

1
mely AB meghosszabbitisat G'-ben metszi. BE' folé félkort rajzolunk, mely OC-t N-ben metszi. E pontbol =OG’
sugarral elmetssziik OA-t, midltal a W pontot kapjuk. Ha a W-b6l az N ponton at rajzolt kér AB-t, illetSleg a
meghosszabbitasat az U és V pontban metszi, akkor OU a kdrbe beirt szabélyos 34-sz6g oldalhossza, és OV felezGpontja

a korbe beirt szabalyos 17-sz6g A-val szomszédos A; (és Ajg)csucspontjabol AB-re bocsatott merdleges Pp talppontja.
Valéban,

UV:OGI:4OG:{E2+$8
és .,
OoU -0V =ON :OB-OE/:1-OE/=4'OE:JJ6—JJ7=!E2£L'8,

s igy
oU = T és oV = 9.



