A cimnek megfelelen nem &ll szaindékomban valamiféle dttekintést adni a 4-, illetve tobbdimenzios euklidészi tér
geometridjarol, csupan néhény érdekes dologroél fogok ,,mesélni”.

Azt szeretném megmutatni, hogy ez nem valami misztikus, kezelhetetlen vilag: egyszerd meggondolasokkal igen
megleps eredményekre lehet jutni, s6t még egy viszonylag . komoly"-nak ting tételt is belehet bizonyitani elemi modsze-
rekkel. Gyakorlatilag semmiféle elGismeret nem kell, s6t az utolsé részt6l eltekintve még bonyolult gondolatmenetekkel
sem fogom terhelni az olvasot. Mindossze arra lesz sziikség, hogy ,,merjiik” elképzelni a negyedik és a tobbi dimenziét. A
bizonyitédsokban, ahol lehet, a szemléletességre fogok torekedni, ez néha a precizség rovasara megy. Bemelegitésképpen
lassunk be két nagyon egyszert, de kissé meglepd dolgot a 4-dimenziés térrdl.

1. Két sik metszete lehet akar egy pont is[d Vegyiink fel egy derékszogi koordinata-rendszert; z, y, z és v legyenek
a tengelyek. Ekkor az x, y, illetve a z, v tengelyparok egy-egy sikot hataroznak meg. Az elsén azok a pontok vannak,
amelyeknek z és v koordinatajuk 0, a masodikon pedig azok, amelyeknek az x,y koordinatajuk 0, tehat a metszetiik
a (0;0;0;0) pont, vagyis az origd (1. dbra).

1. dbra

2. Egy 3-dimenzidés balkezes kesztyi atvihets egy haromdimenziés jobbkezes kesztytibe.

Miel6tt belekezdenénk a bizonyitasba, gondoljuk meg, hogy ez az allitas csak nekiink, foldhdzragadt 3-dimenzios
lényeknek megleps. Egy 2-dimenziés emberkének ugyanekkor meglepetést okozna, ha kivennénk a sikjabol a balkezes
kesztytjét, és szinével lefelé, jobbkezes kesztyiiként tennénk vissza. Pedig hat, 3-dimenzios szemsz6gbdl, ebben semmi
triikk nem volt.

Konnyen lathato, hogy ez a ,triikk” azon mulott, hogy a tér 180°-os, tengely koriili forgatasa a tengelyt tartalmazo
barmely sikra nézve tengelyes tiikrozés (2. dbra).

2. abra

Analog méodon lehet ezt megesindlni 1 dimenzioval magasabban. Olyan 4-dimenzios mozgatast kell keresni, ami
a mi 3-dimenziés teriinkben egy sikra valé tiikrozésnek felel meg. Ez elég lenne, hiszen egy sikra valé tiikrozés a
balkezes kesztytibsl jobbkezest csinal. Az analdgia azt sigja, hogy a sik koriili 180°-os forgatas megfelels lesz. Ehhez
el6szor meg kell gondolni, hogy mit értsiink egy S sik koriili « szogd S, forgatason. Egy S-en kiviili P pont képét a
kivetkezoképpen fogjuk megkapni. Vetitsiik merélegesen P-t S-re, kapjuk P’-t. P'-ben allitsunk merdlegest az S és P
altal meghatéarozott térre. A kapott egyenes és P meghataroz egy S’ sikot, amely a P-t és P’-t is tartalmazza. Ezutan
P képét tigy kapjuk, hogy az S’ sikban P’ koriil elforgatjuk o szoggel (3.a. dbra); S pontjai fixek.
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3.a) dbra

! Ennek az allitasnak kiilon érdekessége van: a 3-dimenzids tér axiomai koziil minddssze egynek nem felel meg a 4-dimenzios euklideszi
tér. Ez az axioma igy szol: két sik metszete nem lehet egy pont.



Ellenérizni kell, hogy a kapott S, leképezés valéban mozgatas. Ez azon milik, hogy a definicié alapjan egy S-re
»,merGleges” T térben S, az SNT egyenes koriili o szogi forgatas, igy minden pont folytonos kdrpalyan mozog, és két
pont tavolsaga is allando, hiszen az ket tartalmazo, S-re merdleges T térben S, egybevagosagi transzformacio (3.b.

dbra).
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3.b) dbra

Most méar csak az kell, hogy Sisge az S-et tartalmazoé térben S-re vald tiikrozés. Ehhez csak a definiciot kell
megnézni, P’ a P meréleges vetiilete. P-nek P’ koriili 180°-0s forgatasa tetszéleges P, P'-t tartalmazo sikban gy is
megkaphato, hogy a PP’ egyenesen P’-re tiikrozom P-t. Igy pedig nyilvan P-nek az S-re valé tiikorkeépét kapjuk.
Ezzel a masodik allitast bebizonyitottuk.

Jatsszunk el a kapott eredménnyel. Balkezes keszty(t nemcsak ugy lehet felvenni egy ember jobb kezére, hogy a
kesztytt ,forditjuk ki” , hanem ugy is, hogy a kezet, és vele egyiitt az embert. Valéban, az eddigiek szerint egy sik
koriili forgatas az embert ,,tiikr6zi”, a bal és jobb testrészek megceserélédnek.

Ez igen praktikus. Ha valakit zavar, hogy balkezes, semmi probléma, csak el kell forgatni egy sik koriil. Ha 1954-ben
tudtunk volna sik koriil forgatni, akkor lehet, hogy a magyar focicsapat megnyerte volna a vildgbajnoksagot. Ugyanis
a donts elstt a keret Osszes jobbszélsGje megsériilt. Igy Sebes Gusztav kénytelen volt egy balszélsét (Czibor Zoltant)
allitani erre a posztra. (Futballhoz ,kevésbé” értck szaméra el kell mondani, hogy jobbszélsének jobblabasnak kell
lennie, a balszélsének pedig ballabasnak). Ha a fenti lehetGség rendelkezésiinkre allt volna, akkor egy széls6 barmelyik
szélen tudott volna jatszani, igy talan tobb esélyiink lett volna az NSZK legy6zésére, ami igy is csak hajszalon mult...

Gondolatban végezziik el ezt a forgatast egy (3-dimenzios) emberen. Az érdekesség kedvéért legyen az S sik egy 6t
metsz6 sik. Figyeljiik, mi torténik: A teriink tetsz6leges S-en kiviili P pontjénak a forgasi sikja (S’) a PP’ egyenesben
metszi a teriinket (a korabbi jeloléseket hasznalva), ezért ezek a pontok a forgatéas sordn nem lesznek lathatoak. (Abbol
indulok ki, hogy csak a mi 3-dimenzios teriinkben 1év6 dolgokat latjuk.) Az S sik pontjai viszont nem mozognak. Vagyis
amint elkezdjiik forgatni az emberiinket, a testének nagy része eltinik, csak az S sikkal val6 metszete marad el6ttiink.
Egészen a forgatas befejezéséig ezeket a belss részeket latjuk, majd egyszercsak djra megjelenik a teljes ember, akiben
remélhetGleg semmi kart nem tett a ,4. dimenzi¢”, mindossze énmaga tiikorképe lett.

Az elébbi gondolatkisérletnek (ha valaki nem vette volna észre, ez volt a horror) van egy apro szépséghibaja:
abbél indult ki, hogy egy haromdimenziés testnek nincs kiterjedése a 4. dimenzidéban. Ez viszont nem valészinti abban
az esetben, ha van 4. dimenzié, és ugyanolyan, mint az elsé harom, pedig ezt feltételeztiik. Talan hihet&bb, hogy a
»3-dimenzids” testeknek ,kis” negyedik dimenziés kiterjedése van. Ebben az esetben a forgatas soran a metszetnek
ezt a ,,vékony” burkat fogjuk latni. Ha viszont ez a kiterjedés jelentGs és szabalytalan, akkor feltehetGen egész furcsa
dolgokat lathatunk a forgatott ember , helyén”.

3-dimenziés vilagunkban sok dolgot lehetetlen megcsindlni, és ezeket ki is hasznaljuk a mindennapi életben. Viszont,
amint valaki megtanul 4-dimenziéban mozogni, illetve mozgatni, ezek egy része lehetségessé valik, igy nem lehet épiteni
lehetetlenségiikre. Mutatok két példat:

— Ki lehet venni targyakat egy 3-dimenzios zart térségbdl (4-dimenziéban). Ez nagyon egyszerd, ugyanugy, ahogy
egy zart 2-dimenzids teriiletrsl ugy kell valamit kivenni, hogy felemeljiik a sikrol; most a targyat a 3-dimenzids térbdl
kell kimozditani.

— Két falhoz rogzitett pont (A, B) kozotti csomodt ki lehet oldani (lasd 4.a. dbrat).
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Fel fogjuk hasznalni a stk koriili forgatast. Elgszor ,emeljiik fel” a kotél egy részét az 4.a. dabrdn lathatdé C' és D
pontjanal fogva ugy, hogy C és D keriiljon a legmagasabbra. Ezutan a rajtuk dtmend vizszintes sik koriil forgassuk el
180°-kal a C és D kozotti kotéldarabokat. Ezt megtehetjiik, mivel a C' és D nem mozog a forgatas sorén, vagyis nem
fog itt a kotél elszakadni, masrészt a forgas sordn a C és D kozotti rész a 3-dimenziés teriinkon kiviil lesz, igy nem
»akadhat bele” a tobbi részbe. Masrészt tudjuk, hogy ez a forgatas a sikra valé tiikrozésnek felel meg, igy a C' és D
kozotti kotéldarab mindenhol a tobbi ,felett” fog haladni, vagyis az 4.b. dbranak megfelel§ allapotot fogjuk kapni, ez
viszont jol lathatéan 3-dimenzidban is kdnnyen atvihets a 4.c. dbra allapotaba, vagyis a csomot kioldottuk.

Ez viszont azt jelenti, hogy ez a csom6 4 dimenzidban nem is csomo6. S6t ehhez hasonléan a t6bbi bonyolultabb
3-dimenzids csomo6 sem csomo 4 dimenzidban. De a csomo szerelmeseinek nincs okuk aggodalomra: 4 dimenziéban is
van csomo, csak ott nem kotélen van, hanem feliileten. Ugy lehet egy ilyet csinalni, hogy az ember fog egy ,,mezei” 3-
dimenzios csomot, és minden pontjaban merdlegest allit a teriinkre. A kapott egyenesek (szerintem) egy ,,feliiletcsomot”
alkotnak, ennek ellenérzését az olvaséra bizom.

Az el6bb vazolt kibogozasi eljarasnél azt feltételestiik, hogy a kdtélnek nincs vastagsaga. Kérdéses, hogy jo-e ez
a modszer igazi spargak esetében. Sajnos nem! Az egyik lépés soran a kotél egy darabjat egy sik koriil elforgatjuk
180°-kal. Tudjuk, hogy ez a sikra val6 tiikrozésnek felel meg. Nézziik azt az egyik hatarfeliiletet, amely egy forgo és
egy nyugvo kotéldarabot elvalaszt. Ha ennek a feliiletnek van olyan pontja, ami nincs a forgatési sikon, akkor ott
szakadas lesz, hiszen az itt érintkez6 pontok a sik kiillonb6zsé oldaléra keriilnek. Ha viszont a feliilet a sikban van, akkor
a forgatando kotéldarab egy részének oda kéne keriilnie, ahol a nyugvo rész van (5. dbra).

5. dbra

Az utébbi esetben, ha mégis megprobalkozunk a forgatassal, akkor valdszintleg egy 4-dimenzids kitliremkedés
keletkezik, az egy helyre keriil§ két darabka koziil valamelyik ,,mindig” kiszorul a teriinkb&l. Mindenesetre igen furcsa
kotelet fogunk kapni.

Mindez persze nem jelenti azt, hogy az igazi csomoékat ne lehetne kikotni. Mindossze az eljarést kell egy kicsit
moédositani: A forgatasokat ne végezziik el teljesen, azaz 180°-nal kisebb szoggel forgassunk. Ha hatarfeliiletnek a
sikot valasztjuk, akkor nincs ,szakadéas", masrészt ,atfedés" sem lehet, hiszen a forgatott rész a terlinkdn kiviil van.
(Ennek a mozgatasnak eggyel kevesebb dimenziéban egy papirdarab egyik felének egyenes menti ,felhajtasa” felel meg.)
A keletkezett 3-dimenzids ,lyukon” keresztiil a sparga tetszés szerinti részét atvihetjik. Az elforgatott koétéldarabot
visszaforgatva Gjra 3-dimenziés madzagot kapunk, és ha a megfelels részt vittiik at a ,,lyukon", akkor most mar eggyel
kevesebb csomé van a spargankon.

Ezt az eljarast folytatva tetszéleges nagy csomo kioldhato.

A 4-dimenziés geometria eme néhény ,nagyszerd” alkalmazasa utdn térjliink vissza a ,rendes” matematikahoz,
vizsgaljunk meg néhany szabalyos 4-dimenzios testet. EIG fogjuk allitani Gket tobbféleképpen, és ki fogjuk szamitani
néhany parameéteriiket.

Mivel igen koriilményes lenne hasznélhat6 definiciét adni arra, hogy mit értsiink altalaban sokdimenziés poliéderen,
illetve specialisan szabalyos (konvex) poliéderen, ezért ettdl az egyszertség kedvéért eltekintek, remélem, hogy ez nem
fog gondot okozni.



Kezdjiik a vizsgalodast a legegyszertibb 4-dimenzios szabélyos testtel, a 4-dimenziés kockaval, szokasos neve tessze-
rakt. (Altalaban a 3-dimenzio6s elnevezéseket hasznalom az altalanos n-dimenzios fogalmakra, igy a hagyomanyos kocka
a 3-dimenzids kocka, a négyzet 2-dimenzios kocka). A 3-dimenzids kockat tgy kaphatjuk meg az a éli négyzetbdl, hogy
a sikjara merdéleges a hosszusagu vektorral eltoljuk, és a megfelels csucsokat Osszekotjiik. Analég modon definidlhatjuk
az a éld 4-dimenzios kockat, hogy egy a élhosszusagt 3-dimenzios kockat a terére meréleges a, hossztusaga vektorral
eltoljuk, és a megfelel csticsokat Gsszekotjik (6. dbra).
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6. dbra

A kapott testnek 16 cstcsa lesz, hiszen a két diszjunkt kocka csicsai alkotjak az 6 cstcsait. 32 éle van: 2 - 12 e két
kocka élei, 8 pedig a 8 csticspar Osszekdtésénél keletkezett. A tesszerakt lapjai egyrészt a két kocka lapjai, ez 2- 6, és a
megfelel élparok kozott fesziils lapok, ami még 12, hiszen 12 éle van egy kockdnak. Tehat 24 lapja van, és ezek a éli
négyzetek.

Egy 4-dimenziés testet 3-dimenzios térrészek hatarolnak, ezeket hiperlapnak nevezik. (Altalaban n-dimenziéban
yhipervalamin” a ,,valami” (n — 1)-dimenzios altalanositasat szoktak érteni, ahol a ,,valami” 2-dimenzios fogalom.) A
tesszeraktot hatarolja a két ,,alapkockank”, valamint az ezek megfelels lapjai kdzott fesziils 6 hiperlap, amelyek szintén
kockak, vagyis 8 kocka hiperlapja van.

Tehéat az a élhosszusagu 4-dimenziés kockanak 16 csticsa van, 32 a hosszisagu éle, 24 a éli négyzet lapja és 8 a éld
kocka hiperlapja. Mélté a ,,szabalyos test” névre.

A 2 élhosszuisagu tesszerakt igen egyszerten elhelyezhetd a 4-dimenzios derékszogi (x, y, z, v) koordinata-rendszerben
is. Induljunk ki a (£1,+1,+1, —1) csicsok altal meghatarozott 3-dimenzids kockabol. A definicié szerint ebbdl gy
kapunk 4-dimenziés kockat, hogy eltoljuk a (0;0;0;2) vektorral, és a megfelel§ csicsokat dsszekotjiik. Igy a kapott
4-dimenzios kocka csucsai a (£1,+1, 41, £1) koordinataja pontok. Azon pontparok alkotnak élt, amelyeknek 3 koor-
dinatajuk egyezik meg, négy pont akkor alkot lapot, ha 2, 8 pont pedig akkor alkot hiperlapot, ha 1 koordinatajuk
megegyezik. Innen is kdnnyen adédnak az el6bb kapott eredmények.

A kovetkezs szabalyos test a 4-dimenzios tetraéder. A 2- és a 3-dimenzios szabalyos tetraédert 3, illetve 4, paronként
egyenld tavolsagban 1évs csics, valamint az altaluk meghatarozott Gsszes él (és esetleg lap) alkotja. Ezek alapjan a éli
4-dimenzioés szabélyos tetraédernek neveziink egy 4-dimenziés testet, ha 5, paronként a tavolsagu cstcs, valamint az
altaluk meghatéarozott 0sszes él, lap, valamint hiperlap alkotja. Ebb6l a definiciobol rogton kovetkezik, hogy 5 csicsa,

5 5 5
(2) = 10 éle, (3) = 10 lapja és (4 = 5 hiperlapja van, hiszen ennyiféleképpen lehet kivalasztani 1,2, 3, illetve 4

csucsot. Viszont nem latszik a definiciobol, hogy létezik ilyen test. A létezést ugy fogom bizonyitani, hogy eléallitom,
és az el6allitas soran azt is megmutatom, hogy lényegében csak egyféle ilyen test van.

4 pont mindig egy 3-dimenziés térben van, ezért csak dgy lehet 5 pont péronként a tavolsdgban, ha koziiliik
tetsz6leges 4 szabalyos a éld tetraédert alkot. Vegyiink tehat egy a éld szabalyos 3-dimenziés tetraédert: csdcsai
Ay, Ag, As, Ay, KOzéppontja O.

Legyen P tetszlleges pont a 4-dimenzios térben, (Q a meréleges vetiilete az A, As, A3, Ay pontok 3-dimenzids
terére. Pitagorasz tétele szerint PA; = \/ PQ? + QA?. Tehat ahhoz, hogy minden PA; egyenls legyen, az kell, hogy
minden QA; egyenls legyen, vagyis @ = O legyen. Es ez elég is, PA; = a pedig pontosan akkor teljesiil, ha ezenkiviil
PQ = 1/a? — OA?. (Nyilvan a > OA;.)

Tehat az 6todik csucsot csak ugy kaphatjuk meg, ha O-ban mer6legest allitunk Aj, Ao, Ag, A4 terére, majd az

egyenesre valamelyik iranyban felmérjiik a
\Ja? — OA?

szakaszt, masrészt az igy kapott As pontot Osszekotve az Aq, Ag, Az, Ay csicsokkal, szabalyos 4-dimenzids tetraédert
kapunk(7. dbra).



7. dbra

A 4-dimenzios szabalyos tetraédert is el lehet szépen helyezni derékszogl koordinata-rendszerben, de ez valamivel
triikkosebb, ugyanis igazan szépen csak az 5-dimenzidés koordinatarendszerben lehet elhelyezni. Legyen az 5 csics:
(1;0;0;0;0), (0;1;0;0;0), ..., (0;0;0;0;1). Ezek az © +y + z + v + u = 1 egyenletd 4-dimenzios hipersikban vannak,
mésrészt barmely kettd tavolsdga Pitagorasz tétele szerint V2, tehat 6k, és az altaluk meghatarozott élek, lapok,
hiperlapok 4-dimenziés, V2 éld szabélyos tetraédert alkotnak.

A harmadik, és szerintem legérdekesebb szabalyos test amivel foglalkozni fogunk, az oktaéder 4-dimenzios megfele-
16je. A 3-dimenzids oktaéder egyik definicidja az, hogy csiicsai a kocka lapkoézéppontjai, a szomszédos lapokhoz tartozo
csucsok kozotti szakaszok az élei, az egy pontban érintkezd lapokhoz tartozé csicsok altal alkotott haromszogek az
oktaéder lapjai (8. dbra).

Analog modon definidlom a 4-dimenzios oktaédert (amit egyéni roviditésként noktaédernek is nevezek), legyenek
csucsai a tesszerakt hiperlap kozéppontjai, a szomszédos hiperlapokhoz tartozé csucsok kozotti szakaszok az élei. Az igy
kapott haromszogek a lapjai, a kapott tetraéderek a hiperlapjai. E definicié szerint annyi csticsa van, ahany hiperlapja
a tesszeraktnak; annyi éle, ahany lapja van a tesszeraktnak, hiszen a tesszerakt minden lapjat egy noktaéder él metszi
at; annyi lapja, illetve hiperlapja van, mint ahany éle, illetve csicsa van a tesszeraktnak, hiszen a tesszerakt egy-egy
élét, illetve cstcsat veszi koriil a noktaéder egy-egy lapja, illetve hiperlapja.

Tehat a csicsok, élek, lapok, illetve hiperlapok szama rendre: 8,24, 32, 16.

A fenti definiciobol a szabalyossag is latszik, viszont nem érzédik a ,,testszeriisége”, valamint elképzelni sem nagyon
lehet. Adodni fog egy olyan meghatarozas, amelyik e két utobbi feltételnek is megfelel. ElGszor azonban helyezziik el
a noktaédert a 4-dimenzi6s derékszogi koordinata-rendszerben:

Vegyiik a (£1;+1;+1;+1) cstcsok altal meghatarozott tesszeraktot. Ennek egyik hiperlapja az (1;+1;+1;+1)
csucsok alkotta kocka, amelynek kozéppontja, igy a tesszerakt egyik csicsa az (1;0;0;0) pont. Ugyantgy elGallitva a
tobbi cstucsot is a (+1;0;0;0), (0; £1;0;0), (0;0; £1;0), (0;0;0; +1) csticsokat kapjuk. Két csics akkor van Gsszekotve,
ha szomszédos kockak kozéppontja, azaz a nem 0 koordinatajuk méashol van (9. dbra).
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Hagyjuk el a (0;0;0;+1) csicsokat, és az ezekbe befuto éleket. Vegyiik észre hogy a maradék 6 csiucs a v = 0
egyenletd 3-dimenzios térben van, és a megmaradt, élekkel egyiitt egy szabalyos oktaédert alkot (10. dbra). Masrészt
a kihagyott két csics egymaéssal nincs 0sszekotve, de az oktaéder Osszes csticsaval Gssze van kotve. Ezek alapjan méar
konnyd a noktaédert szemléletesen is megadni.

Vegyilink egy 1 sugart gombbe irt szabalyos oktaédert. Vegyilink 1-1 pontot, ,alatta”, illetve ,f6lotte”, azaz a
kozéppontjaban allitsunk merdlegest a teriinkre, mindkét irdnyban mérjiik fel az egységet. (A 11. dbrdn csak az egyik
iranyt rajzoltuk.) A kapott 2 6j cstcsot kossiik 0ssze az oktaéder cstcsaival. Igy a 16 hiperlap az oktaéder 8 lapjara
allitott 2-2 szabalyos tetraéder lesz. (Természetesen 1 helyett tetsz6leges méretben is csinalhatjuk ezt.)

11. dbra

8

12. dbra

Ennek az elallitasnak szamos érdekessége van. Az egyik, hogy ez is analog a 3-dimenziés szabalyos oktaéder egyik
elgallitasaval. A szabalyos oktaéder egyik legszemléletesebb elGéllitasa az, hogy egy négyzet (ABC D) csucsait 0sszekot-
jlik koézéppontja (O) alatt, illetve f616tt megfelels tavolsagban elhelyezett 1-1 csicesal (12. dbra). Els6 pillantéasra kissé
santit ez az analdgia, hiszen a négyzet 3-dimenzios megfelel§je a kocka. De nemcsak az! Ugyanis a négyzet nemcsak
2-dimenzioés kocka, hanem 2-dimenzios oktaéder is.

Ahogy 3- és 4-dimenzidéban a megfelels dimenzios kockak hiperlapjainak kozéppontjai alkotjak a szabalyos okta-

édert, agy 2. dimenziéban a négyzet hiperlap kozéppontjai, vagyis az élfelezépontok, azok pedig négyzetet alkotnak
(13. dbra).

13. dbra



Tehat nem ugy kapunk szabalyos n-dimenzios oktaédert, hogy egy (n — 1)-dimenziés kockahoz vesziink ,alatta” és
Hfelette” 1-1 pontot, hanem n = 2,3, 4 alapjan gy tlnik, hogy (n — 1)-dimenzios oktaéderrel kell ezt megcsinalni.

Az el6bbi el6allitasbol viszont mar 3 dimenzidban sem igen latszik a szabalyossig, hiszen két egymaésra helyezett
gulat képzeliink el. Igen furcsa, hogy ha ezt a gulat 90°-kal elforgatjuk, akkor semmi sem véltozik, az oktaéder ugyanagy
fog allni. Persze mashogy fog elhelyezkedni benne a két gtla. Ez 4 dimenziéban még furcsabb. Hiszen azt kaptuk, hogy
bizonyos 4 kilénb6z6 (egymésra merdleges) 3-dimenzios térben véve adott méretii szabalyos oktaédert, majd megfelels
tavolsagban ,alatta” és ,,folotte” 1-1 pontot, mind a 4 esetben ,,személyesen” ugyanazt a noktaédert kapjuk.

Még egy érdekesség. Egy oktaéderbdl indultunk ki, a kapott 4-dimenzios testnek viszont nincs oktaéder hiperlapja,
hiszen minden hiperlapja szabalyos tetraéder. Hova tlnt az oktaéder? Szokas szerint a 3-dimenziés analogiat kell
megvizsgalni. Pontosan ugy tiint el az oktaéder, ahogy a négyzet eltiinik, ha oktaédert csindlunk beléle. Az oktaédernek
sincs négyzet lapja. A kiindulési négyzet Ggy szlint meg lap lenni, hogy a test egyik része foléje keriilt, a masik aldja,
igy az oktaéder belsejében talalta magéat. Atjarhato lett abban az értelemben, hogy példaul egy oktaéderbe zart legy
szabadon atrepiilhet rajta.

Amikor a szabalyos oktaéderbdl csindlunk noktaédert, a noktaéder egy része ,,f6léje”, egy része ,aladja” keriil, ezért
nem hatarolja a noktaédert. Furcsan hangzik, de a noktaéderbe zart 4-dimenzids légy szdmara az oktaéder is ,,atjar-
hato”. Ezt csak azért érezziik hihetetlennek, mert ezt az ,,atjarast” csak agy tudjuk elképzelni, hogy az oktaéder egyik
lapjan berepiil, a méasikon ki. Pedig nem igy tesz. Pontosan ugy tesz, ahogy 3-dimenzids kollégaja tesz az oktaéderben.
O a négyzeten ugy megy at, hogy csak egy belsé pontjan halad at egy pillanat alatt. A 4-dimenzios légy ugyantagy
az oktaéder egy bels6 pontjan megy at, és csak egy pillanatot t6lt a mi teriinkben. Ugy érzem ez a példa is mutatja,
hogy nemcsak mennyiségi, hanem mindségi kiilonbség is van a 3- és a 4-dimenzi6s vilag kozott.

A vizsgalt harom szabalyos 4-dimenzi6s poliéder természetesen adodé altaldnositasa volt 1-1 szabélyos, 3-dimenzids
testnek. A maradék 2 hagyoméanyos szabalyos testnek (a szabalyos dodekaédernek és ikozaédernek) nem nagyon adodik
ilyen természetes altaldnositasa, igy joggal meriilhet fel a kérdés, hogy van -e egyaltalan tovabbi szabalyos 4-dimenzi6s
test. Nos, allitolag még 3 (igy Osszesen 6 ) szabalyos 4-dimenzidés poliéder van. Ezek megkeresése igen szép és érdekes
feladat, ajanlom mindenkinek, aki ki akarja probalni 4-dimenzi6s konstruktivitdsat. Esetleges kudarc esetén is sok
érdekes dologra jon ra az ember keresés kozben. Segitségiil megel6legezem a 4-dimenziés Euler-tételt, amely agy szodl,
hogy ,,rendes” poliéderek esetén c —e+1— h = 0,, ahol ¢, e, [, h rendre a cstucsok, élek, lapok, illetve hiperlapok szama.



