Permutaci()CSOportokEl

Definialjuk el6szor a permutécio fogalmat:

D.: A permutaci6 egy halmaz énmagara valo kolcsonosen egyértelmi leképezése. A tovabbiakban mi az {1, 2, .. .
, n} halmaz permutacioival foglalkozunk. A fenti definicié szemléletes jelentése, hogy egy permutacié az 1, 2, ... , n
szamok valamilyen sorrendje. Egy 7 permutacié természetes jelolése a kévetkezo:

1 23...n
m=11 4 I 1], ahol{ai,az,...,a,} ={1,2,...,n}.
al az az ... ap

Nyilvanvald, hogy egy n elemi halmaz permutaciéinak szama n!
Mindez 6nmagaban elég semmitmondo, ezért vezessiink be egy permutaciok kozotti miiveletet. Kézenfekvének
tlnik a

7T712...n s a 12...n

1= al ag ... ap 2= blbzbn
permutéciok my - o szorzatat a kovetkez6képpen definidlni: az 1 < ¢ < n- re alkalmazzuk m-et, majd az igy nyert
a; szamra mo-t. Konnyen lathato, hogy w1 - o is egy permutéacid, tehat a permutacidk halmaza zdrt erre a miveletre

nézve. A szorzas tovabbi tulajdonsagai is konnyen ellenérizhetdk.
1. Asszociativ: (my - me) - w3 = 71 - (M2 - 73).

2. Az e = (1 g o Z) permutaciot egységelemnek véve minden m-re me = emr = 7.

3. Minden 7;-re 1étezik pontosan egy olyan s, hogy my - 1o = 7o - 11 = €. My = wfl, a w1 permutacié inverze.
4. Nem kommutativ. Ezt egy példaval igazoljuk:

(15) (152) # (132) (:73):
123\ (123\ _ (123
(213)'(132)‘(312)’
(132) (75) = (231).

Tetszoleges n-re pedig a kovetkezs példat készithetjiik ezek alapjan (n = 3):

hiszen

mig

C(123456... 70\ _ (123456...n
™M=19213456...n) © ™7 \132456...n)"

Az els6 harom tulajdonsag és a zartsag alapjan kimondhatjuk, hogy a permutéciok az itt definialt szorzasra nézve
csoportot alkotnak. Ezt S,-nel jeloljik és n-ed-foku szimmetrikus csoportnak nevezziik.
Sp-en beliil a kévetkez6 modon megkiilonboztetiink pdros és pdratlan permutaciokat: tekintsiik a

II -9

1< i<j <n

szorzatot. Alkalmazzuk a m permutaciot minden tényezén beliil minden tagra. Igy a

II (a—a)

1< i<j <n

LA fenti eladas az Ifjusagi Matematikai Kér Téli Ankétjan hangzott el. (Lejegyezték: K@szegi Botond és Matolcsi Maté, a Budapesti
Fazekas Mihaly Gimn. III. osztalyos tanuldi.)



szorzatot kapjuk, amelynek abszolut értéke nyilvan megegyezik az el6bbi szorzat abszolut értékével. A m permutéciot
péarosnak mondjuk, ha a szorzat el6jele megmarad, és péaratlannak, ha a szorzat elGjele megvaltozik. Vegyiik észre,
hogy a permutéacioknak pontosan a fele paros, és a fele paratlan (n = 2) esetén. Tekintsiik ugyanis a kovetkezs
kolesonosen egyértelmd megfeleltetést a paros és paratlan permutaciok kozott: a m paratlan permutacid segitségével
rendeljiik a o permutacidhoz a om permutéciot. Nyilvanvalo, hogyo és om koziil pontosan egy paros, és egy paratlan.
Paritas szempontjabol vizsgalva a szorzast, a kovetkezGket allapithatjuk meg:

péaros - pAros=paros paratlan - pAros=paratlan

péros - paratlan =pératlan paratlan - paratlan=péaros

Azonnal kovetkezik, hogy a paros permutaciok halmaza a szorzasra nézve zart, igy az n!/2 db paros permutécio
Sy egy részcsoportjat alkotja. Ennek neve n-edfoku alterndld csoport, jelolése A,,.

*

123 ... n

al az az ...an

jelolésnél célszertbb az tgynevezett ,,ciklusos” jelolésmod: irjuk az els6 helyre az 1-et, majd az (i + 1)-dik helyre rendre
azt a szamot, amelyet a permutécié az i-dik helyen all6 szamhoz rendel, kivéve, ha visszajutottunk az 1-hez; ekkor
zarjuk be a ciklust, és nyissunk djat a legkisebb eddig nem szerepld elemmel. Ezt addig végezziik, amig az Osszes elem
sorra nem keriil. Példaul:

Térjiink vissza a permutaciok jeloléséhez. Az eddigi 7 =<

(é et ) — (1573)(24)(6)

(Megjegyzés: Mivel minden elemnek pontosan egy ,,6se” és egy ,, képe” van, egy ciklus csak az els6 eleméhez zarodhat
vissza.) Ilyen jelolésmoddal a szorzas gyorsabbé és atlathatobba valik.

D.: Az olyan permutaciokat, amelyek ciklusos jelolésében egy kéttagu ciklus van, a tobbi ciklus pedig egytagu,
transzpozicioknak nevezzik. Egy transzpozicié tehat két elem cseréje a tovabbiak helybenhagyasaval.

Ha a kéttagu ciklus két szomszédos egészbdl all, szomszédos transzpoziciorol beszéliink.

1.T.: Minden permutéacioé elgall transzpozicidk szorzataként.

Bizonyitds. A permutaciok ciklusos irasmodjabol kovetkezik, hogy a tételt elég egyetlen ciklusra belatni. Valoban:

(arazas . ..ar) = (ar1a2)(aras)(arayq) . .. (a1ag).

2.T.: Minden permutéci6 elgall szomszédos transzpozicidk szorzataként.
Bizonyitds. Az el6z6ekbdl adodik, hogy elég a tételt transzpozicidkra belatni:

(a,a+1) = (a+1i,a) =
=(a,a+1)(a+1,a+2)...(a+i—l,a+i)la+i—l,a+i—2)(a+i—2,a+i—3)...(a +1,a).

3.T.: Minden permutécié elgall az (12) és az (12...n) permutaciokbol a szorzas miveletével. Ennek bizonyitasa
megtalalhatoé a K6MaL 1990/7. 303. oldalan az F.2768. feladat megoldasa soran.

4.T.: Egy permutéaci6é hatvanyaként nem &llhat el§ minden permutécié.

Bizonyitds. Mivel 7% - 7! = nt . 7% = 7!** | egy permutaci6 hatvanyai kommutativ csoportot alkotnak; marpedig
Sp(n 2 3 —ra) nem kommutativ.

A tovabbiakban sziikségiink lesz egy 1j fogalomra.

D.: 7 és o konjugdltak egy H halmazban, ha létezik olyan o, melyre p € H és o~ lmp = o.

5.T.: Ha H részcsoport, akkor a konjugaltsag ekvivalencia-relacio:

1. reflexiv: e lre =

2. szimmetrikus: ha o 'mo = 0, akkor pop™ ! = T;

3. tranzitiv: ha gflmgl =9 &S Q;lﬂ202 = w3, akkor (glgg)_lm(glgg) = 73.

E tétel alapjan S, elemei diszjunkt konjugaltosztalyokba rendez&dnek. (Ez egyébként minden csoportra igaz.)

Felmeriil a kérdés, hogy két, ciklusszerkezetével megadott permutacié mikor konjugalt S, -ben.

Legyen

1

m™m = (allalg .. .alkl)(aglagg .. .a2k2) e (allalg .. .alkl)



és

Ty = (b11b12 . blml)(b21b22 .. .b2m2) . (bplbp2 . bpmp)a

ahol k1 =2 ka2 ... ki ésmys 2mg 2 -+ 2 my. A m-nek és me-nek pontosan akkor egyezik meg a ciklusszerkezete, ha

l=pés mi =ki,ma=Fka,...,my=FK.
6.T.: Két permutécié pontosan akkor konjugélt S,, -ben, ha azonos a ciklusszerkezetiik.
Bizonyitds.

1.Ha 7, és 7 konjugaltak, azaz o~ 'm0 = mo valamilyen o-ra, akkor ciklusszerkezetiik megegyezik.

Irjuk fel o~ '-et transzpoziciok szorzataként: o=' = (i1j1)(i2j2) ... (ixjr). Ekkor 0 = (irjr)(in_15x—1) .. (i1j1) A
szorzés asszociativitdsa miatt elég bizonyitani, hogy m és (igj4)m1(ig7,) ciklusszerkezete megegyezik. Ellendrizhetd,
hogy ez a mtvelet nem csindl mést, mint az i, és a j, elemeket folcseréli m;-ben. Igy a ciklusszerkezetet nem valtoztatja
meg.

2. Ha m és mo ciklusszerkezete ugyanaz, akkor konjugéltak. A bizonyitas els6 részében hasznéalt elemfelcserélésekkel
a i nyilvanvaloan atvihets mo-be. A konjugaltsag a csoportelméletben mélyebb fogalmakkal van kapcsolatban:

D.: Egy H csoport olyan G részcsoportjat, amely minden elemének H-beli konjugaltjait is tartalmazza, a H
normdlis részcsoportjinak vagy normdlosztdjinak nevezziik. Minden csoportnak van két trivalis normaéalosztoja: az
egységelem és maga az egész csoport.

D.: Az olyan csoportokat, amelyeknek a két trividlis normaloszton kiviil nincs més normalosztojuk, egyszerd cso-
portoknak nevezziik.

Az egyszeri csoportok a primszamokhoz hasonld szerepet jatszanak a csoportok szerkezetében. Bizonyithatd, hogy
A, (n 2 5 esetén) egyszerid csoport, és ezzel van kapcsolatban az, hogy 6tod- és ennél magasabb foku egyenletekre
nincs altalanos megoldoképlet. (As a legkisebb egyszert csoport.)

1. dbra

Erdekességként megadjuk a masodik legkisebb egyszert csoportot: Vegyiik a legkisebb, 7 pontbél 4ll6 véges pro-
jektiv sikot (1.dbra). Ezen 7 pont egyenestarto permutacioi egyszeri csoportot alkotnak. (A kor is egyenesnek szamit.)

Erdemes gondolkodni a kdvetkez6 egyszertibb és nehezebb feladatokon:

1. Minden transzpozici6é paratlan permutacio.

2. A buborékrendezés felhasznéalasaval bizonyitsuk az 1. tételt!

3. Bizonyitsuk be a 3. tételt!

4. Mutassuk meg, hogy a kocka mozgéascsoportja izomorf Sy-gyel!

*5. A dodekaéder mozgascsoportja izomorf As-tel!

**6. A, egyszerd csoport, ha n = 5.

*rxx7. A, konjugaltosztalyainak a szama nagyobb, mint S,, konjugaltosztalyai szamanak a fele (n =2 3 —ra).



