Az el6z6 részben azoknak a természetes szamoknak a C halmazat néztiik, amelyek elGallithatok két négyzetszam
osszegeként. Megallapitottuk, hogy C zart a szorzasra, és hogy egy C-beli a? + b? szam minden a-hoz és b-hez relativ
prim osztdja is C-beli;

Ez végiil is ahhoz az eredményhez vezetett, hogy a C-beli szamok felismerhetGek primtényezss felbontasukrol:
Minden 4k + 3 alaki primszdmnak pdros kitevén kell szerepelnie.

Nézziik most meg, hogy mely szamok irhatdak fel harom négyzetszam Osszegeként; lehet-e ezekrsl mondani valami
,,Szépet’”?

A valosag az, hogy méar az elsé allitds sem vihet at erre az esetre: ez a halmaz nem zart a szorzasra. Ennek
megmutatasara tekintsiik a 3-at és az 5-6t. Ezek mindegyike harom négyzetszam Osszege: 3=1+1+1, 5=0+1+4. Ezzel
szemben kiséreljiik meg szorzatukat, 15-6t igy felirni. Nem lehet mindegyik tag legfeljebb 4, mert ekkor az Osszeg
legfeljebb 3 -4 = 12 volna. A tagok kozott 16 (vagy annal nagyobb) nem szerepelhet, mert ekkor az Gsszeg nagyobb
lenne, mint 15. Ezért valamelyik tag 9, és 15 — 9 = 6-ot kellene felirni két négyzetszam &sszegeként, ami nyilvan nem
lehetséges. A szorzat tehdt nem irhato fel.

Tekintsiik most a természetes szdmoknak azt a D halmazat, amelynek az elemei négy négyzetszam Osszegeként
felirhatok.

1. Tétel: D zdrt a szorzdsra.

Bizonyitas: Legyen X = a®> + b0+ +d? és Y = 22 + ¢ + u? + v? a D-nek két eleme. Kimutatjuk, hogy ezek
szorzata is négy négyzetszam Osszege (v6. Gy. 2550): (Tulajdonképpen meg lehetne indokolni, hogy miért éppen a
kovetkez6 alaku kifejezéseket irjuk fel; ez azonban til hosszadalmas volna. Eppen ezért megelégsziink az azonossig
felirdsaval). Legyen

Z = (azx + by + cu + dv)* + (ay — bx + cv — du)*+
+(au — bv — cx + dy)? + (av + bu — cy — dx)?.

ekkor:
(*) X-Y=2

(Egyszert szamolassal belathat6, hogy a jobb oldalon a kétszeres szorzatok ,kiesnek”, és csak az egyes tagok
négyzetosszege marad, ami éppen a két négyzetdsszeg szorzata.)

Mint ahogy két négyzetszam Osszegénél tettiik, itt is bizonyitani akarjuk az els6 tétel megforditasat. Ugyanagy
mint ott, itt is csak a D-beli szdmok primosztéira szoritkozunk. Valamin azonban véltoztatni kell. Két négyzetszam
Osszegénél olyan primosztokat néztiink, amelyek a tagok egyikének sem voltak osztdi. Itt ezt nem tehetjiik, mert
példaul lehet, hogy a tagok kozott 0 is szerepel, és ennek minden primszam osztoja. Eppen ezért azt tessziik fel, hogy
a vizsgalt primszam a négy tag koziil legaldbb az egyiknek nem osztdja

2. Tétel: Ha a p primszém osztdja eqy D-beli a* + b*> + ¢ + d* szdmnak, de nem osztdja az a, b, ¢, d szimok
mindegyikének, akkor p is D-beli.

Bizonyitas: Itt is hasonléképpen jarunk el, mint a kéttagi Osszeg esetében, csak kissé bonyolultabb lesz az eljaras.
Tegyiik fel, hogy X = a® + b + ¢® 4+ d? oszthato p-vel, mondjuk ¢ - p alaku, ahol ¢ pozitiv, és p nem osztoja a, b, ¢, d
mindegyikének. Azt is feltehetjiik, hogy a, b, ¢, d-t ugy valasztottuk p-hez (a fenti feltételek mellett), hogy ¢ minimaélis
legyen. Azt fogjuk bizonyitani, hogy ekkor ¢ = 1. Mivel 2 € D trivialisan igaz, ezért feltehets, hogy p paratlan.

Az a, b, ¢, d szamokat osszuk el rendre p-vel ugy, hogy a legkisebb abszolut értékii maradékot kapjuk:

a:p.a1/+al’ b:p'bll+bl, CZp-C”-i-C/, d:pdll+dl7

ahol |d'[,[b'],|c|,|d'| < p/2. (A p pératlansiga kovetkeztében nem allhat egyenldség.) Itt persze o', b, ¢, d’ sem
lehetnek mind p-vel oszthatok. Masrészt vilagos, hogy a'? + b2 4+ ¢’2 + d'? az eredeti Gsszegtol p egy tobbszorosében
tér el; ezért maga is p-nek egy tObbszorose. Végiil, a tagok abszolut értékére vonatkozo feltétel kovetkeztében ez a
négyzetosszeg biztosan kisebb, mint 4 - (p/2)?. Eszerint létezik olyan D-beli ¢’ - p szam, amely kisebb mint p?, és igy
t’ < p. A t minimalitasa alapjan tehét ¢t < p is igaz.

Ismét hasonloképpen jarunk el, mint két négyzetszam esetén; az a, b, ¢, d szdmokat maradékosan osztjuk ¢-vel, és
a legkisebb abszolut értékd maradékot vessziik:

a=t-a1+x, b=t-bi+y, c=t-cg+u, d=t-di+o,

ahol |z, |y|, |ul, |v] < ¢/2 (Most nem mondhatjuk, hogy egyenlGség nem allhat fenn, hiszen nem tudhatjuk, hogy ¢ nem
paros szam-e!)
Feltételiink szerint Y = ¢ - p és Z-ben, valamint Y = 2 + 3* 4+ u? + v?-ben helyettesitsiik be az x, y, u, v-re most
kapott
r=a—t-a1, y=b—t-by, u=c—t-cq, v=d—t-dy



értékeket a (*) azonossdgban. Y-ban a négyzetre emelést elvégezve minden tagban szerepelni fog a ¢ tényezéként,
kivéve az a® + b* + ¢* + d? Osszeg tagjait, de ez az Osszeg t - p. Eszerint X = s - t alaki, ahol az abszolut értékekre
vonatkozo feltétel szerint Y < 4 - (t/2)* = t?, azaz s < t.

Elgszor tegyiik fel, hogy s < t. (s = 0 esetén ¢|p, amibdl t = 1 kovetkezik). Ekkor Z-ben a kapott négy tag rendre
a kovetkez6 alaku lesz:

A+ +E+d 4t A
(ab—ba+cd—dc)+t- B,
(ac —bd — ca+db) +t- C,
(ad 4+ bc—cb—da)+t- D;

ahol A, B, C, D egész szamok. Az els6 tag maga is t-vel oszthat6: t- A =t-p+t- A’ alakd. A t5bbi tagok rendre t- B,
t-Cést-D.Mivel Z =Y -X = (s-t)-(t-p), ahol s < p. Z-re kapjuk, hogy t*-s-p = Z = (t-A)?+(t-B)*+(t-C)*+(t-D)?
ezért:

A4+ B>+ C?+D?=5s-p,

ami ellentmond ¢ minimalitasanak.

Igy tehat arra jutottunk, hogy s = t. Ez csak ugy lehet, ha |z| = |y| = |u| = |v| = t/2. Ez azt jelenti, hogy a, b, c,
d mindegyike oszthato (t/2)-lel, azaz X = t-p oszthat6 (t/2)%-nel. Mivel p prim és t < p, ezért ez csak gy lehetséges,
hogy (t/2)2 t-nek osztoja, amibdl az kovetkezik, hogy t osztoja 4-nek. Erre harom lehet&ségiink van: ¢t = 4, ¢t = 2 és
t=1.

Az els6 esetben |z| = |y| = |u| = |v| = 2, igy a, b, ¢, d mindegyike paros. Ez ellentmond ¢ minimalitdsanak, mert
most

(a/2)* + (b/2)% + (c/2)* + (d/2)* = 4 - p/4 = p.

At =2 esetben |z] = |y| = |u| = |v| =1, és igy a, b, ¢, d mindegyike paratlan. Tekintettel arra, hogy paratlan
szam négyzete 4-gyel osztva egyet ad maradékul, ezért négyzetosszegiik (2 - p) oszthato 4-gyel, ami lehetetlen, hiszen
p paratlan.

Végezetiil a t = 1 esetben éppen a bizonyitandé allitast nyerjiik.

Igy csak t = 1 lehetséges, amivel a tételt bebizonyitottuk.

Azt kell még megvizsgalni, hogy mely primszamok irhatoak fel négy négyzetszam Gsszegeként.

3. Tétel: Minden primszdam felirhato négy négyzetszdm dsszegeként.

Bizonyitas: A p = 2 esetben 2 = 1 + 1+ 0 4+ 0 egy megfelels felirds; ezért a tovabbiakban elég paratlan p
primszamokat nézni.

Legyen ¢ = (p—1)/2, és tekintsiik a 0, 1, ..., ¢ szamok Q halmazat. Legyen i, j € Q, és tekintsiik az n = i2—j% =
(i—7)-(i+j)szdmot. —¢<i—j<qgés0<i+j <2 -q<palapjan n csak i = j esetén oszthatd p-vel. Ebbdl két
dologra kovetkeztethetiink:

1) Az i +1 (i € Q) alaku szamok p-vel osztva csupa kiilonbozé maradékot adnak, mert két ilyen szam kiilonbsége
nem lehet p-vel oszthato.

2) A — 42 ( € Q) alaku szamok is csupa kiilonb6z6 maradékot adnak ugyancsak a fenti indok miatt.

Marmost Q-nak ¢+ 1 eleme van, ezért mind az 1)-ben, mind a 2)-ben felsorolt szamok ¢ + 1 kiilonb6z6 maradékot
adnak p-vel osztva. Mivel ezek szama Osszesen (¢ + 1) + (¢ + 1) = p+ 1, és p-vel osztva pontosan p szadmu osztési
maradék lehet, ezért kell olyan 1)-ben felsorolt ¢ szamnak és olyan 2)-ben felsorolt j szamnak lennie, amelyek p-vel
valo osztasi maradéka megegyezik. Ez azt jelenti, hogy kiilonbségiik, i* + 1 + 52 oszthato6 p-vel. Ez a szam 1 = 1% miatt
harom (és igy négy) négyzetszam Osszege, tehat p osztoja egy D-beli szamnak. Mivel p # 1, ezért a mésodik tétel
szerint p maga is D-beli, mint allitottuk.

Az els6 tételt felhasznalva most mar azonnal adodik:

4.Tétel: Minden pozitiv egész szam felirhato négy négyzetszdm dsszegeként.

Erdemes felfigyelni arra, hogy a kapott ,négy négyzetszam tétel”-nek a bizonyitasa, annak ellenére, hogy sok
szamolast és , triikkot” hasznalt fel, teljesen elemi volt. Valamivel mélyebb segédeszkdz csupan a ,két négyzetszam
tétel” bizonyitasanal volt sziikséges.



