I. megoldas. 1. A PP’ egyenes irdnytangense az adott sszefiiggések felhasznaldséaval

V—b 08a—16b 08 a—2b
a—a —04a+08 04 a—2b

m = _27

allando, hacsak a nevezére teljesiil
a'—a=—-04(a—2b) #0.

Ez a kdvetelmény elss alakjaban azt jelenti, hogy P’ és P abszcisszai kiilonbdzok, masodik alakjaban pedig azt,
hogy a — 2b # 0, masképpen a # 2b, vagyis P abszcisszaja és ordinataja kozt kizartunk egy els foka kapcsolatot.

Altalaban az x = 2y, vagy y = 3 x kapcsolat a koordinata-rendszerben egy meghatarozott ¢ egyenest jelent, azt kaptuk

tehat, hogy ha P nincs rajta t-n, akkor PP’ irdnytényezGje 2.
Ha viszont o' —a = 0, azaz a’ = a és a = 2b, vagyis P rajta van t-n, akkor (1) alapjan

Y =1,6b—0,6b=b,

vagyis P’ azonos P-vel, hiszen mindkét koordinatajuk egyenls. Ekkor pedig nincs értelme beszélni 6sszekitd egyene-
siikrol.

Ezek szerint a P, P’ kapcsolatban — nevezhetjiik ponttranszforméciéonak — valéban minden P’ # P esetén a PP’
egyenes parhuzamos az m = —2 irdnytényezdjli egyenesek mindegyikével, specidlisan az origén atmens, y = —2x
egyenletd ¢ egyenessel; az allitast bebizonyitottuk.

Peéldaul az (1;0) pont leszarmazottja (0,6; 0,8), a (0;1) ponté (0,8; —0,6), a (3;4)-é (5;0).

Azt is kaptuk, hogy az (1) egyenletrendszerrel leirt transzformacioban az y = 37 egyenletd ¢ egyenes pontjai

— és csak ezek — megkiildnboztetett szerepet jatszanak (hiszen mas pontparokra mindjart o' # a), ezek énmaguk
leszarmazottai.
2. Keressiik meg most a P-b6l leszarmaztatott P'-nek P leszarmazottjat, P-nek méasodik leszdrmazottjat (a t-n
levé P pont esetében P’ = P miatt természetesen P’ = P).
Erre
a” = 0,6a" + 0,8V’ = 0,6(0,6a + 0,8b) + 0,8(0,8a — 0,6b) = a,

és hasonloan b’ = b, vagyis P’ leszarmazottja maga P.
Hozzavéve ehhez azt az észrevételt, hogy ¢t merdleges i-re, vagyis minden P, P’ pontpar sszekdts egyenesére,

kézenfekvs az a sejtés, hogy az (1) rendszer az y = 3 x egyenesre valo tiikkrozés.
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Ennek bizonyitasahoz most mar elég azt belatni, hogy a PP’ szakasz felez6pontja a t-n van, vagyis hogy ordinatéja
feleakkora, mint az abszcisszaja. Valéban:

!
““;“ — 0,80 + 0,4b,

b+ b
‘; — 0,4a + 0,20,

tehat sejtésiink igaz.

II. megoldas. Jeloljiik a siknak a koordinatatengelyek pozitiv irdnyadba mutatd egységvektorait i-vel, j-vel, az
origot O-val, akkor a P pont helyvektora
r= O-}% =ai+bj,

és a P-hez rendelt P’ pont helyvektora

v = 0P =di+bj=(06a+08b)i+ (08— 0,6b)j=a(0,6i+08j) +b08i—0,6j).



Ebbél a =1, b =0, illetve a = 0, b = 1 helyettesitéssel kapjuk az i, j vektorok transzformalt értékeit:

(2) i =06i+08j
jl = 058i_ 056j7

Ezeket az r’ elsallitasaba helyettesitve azt kapjuk, hogy
r =ai +0bj.

Szavakkal elmondva ez azt jelenti, hogy a transzformélt P’ pontnak a transzformalt i’, j* vektorok &ltal meghatarozott
koordinata-rendszerben ugyanazok a koordinatai, mint az eredeti P pontnak az eredeti koordinata-rendszerben. Elég
tehat azt megvizsgalnunk, hogyan kaphatjuk meg az i’, j’ vektorokat az i, j vektorokbol. Mivel a (2)-beli egyiitthatokra

0,62 40,82 =1,

azért ', j is egységvektor. Mésrészt j' az i’-b6l negativ iranya 90°-os forgatéassal kaphat6 meg, hiszen ez a forgatas
(0,61)-t (—0,6j)-be, (0,8j)-t (0,81)-be viszi, és e két vektor Gsszegét az 0j vektorok Osszegébe viszi. Ha tehat megke-
ressiik azt a t egyenest, amelyre i-t tiikrozve i'-t kapjuk, biztosak lehetiink benne, hogy az i-b6l pozitiv irdnyt 90°-os
forgatassal kaphato j-t erre a t-re tiikrozve az i’-b6l negativ irdnyt 90°-os forgatassal kaphat6 j'-t kapjuk.

Mivel i’ is egységvektor, ¢ valoban létezik, mégpedig t az i, i’ vektorok &ltal kijeldlt szoget felez6 egyenes. A t-re
val6 tiikrozés az i vektor ai skalar-szorosat az i-nek i’ képébdl kaphato ai’ vektorba viszi, bj-t pedig bj'-be, és (ai+ bj)-t
(ai’ + bj')-be, hiszen a vektorok dsszead4sahoz hasznélt paralelogramma is tiikrozédik t-re. Ezzel belattuk, hogy az
(1) osszefiiggéssel megadott ponttranszformécié azonos a t egyenesre valo tiitkrozéssel, ahol ¢ az origon, és az (1; 0),
(0,6; 0,8) pontpar (0,8; 0,4) felez6pontjan atmens

y=5u
egyenletl egyenes.

Megjegyzés. Ha (1) helyett az altalanos
CL/ =c11a + 612b; b/ = co10 + CQQb
Osszefiiggésbdl indultunk volna ki, az

o . .
1 =ci11+co1),

j=croi+cnj

vektorokat kaptuk volna, amelyek altalaban mar nem merdlegesek, és nem egységvektorok. Az azonban tovabbra is
igaz marad, hogy tetszdleges (i;j)-beli pont képe a vele megegyezd koordinataj, (i';j')-beli pont. A transzforméacionk
altal adott képek tehéat ugy viszonylanak az eredetihez, mint egy bizonyos Osszefiiggésnek kiilonb6zé koordinéta-
rendszerekben kapott képei.
Mondjuk, az y = x° sszefiiggést abrazoljuk kiilonboz6 koordinata-rendszerekben, azaz tetsz6leges u, v vektorok
mellett megkeressiik az
r=zu+az’v

helyvektora pontok Osszeségét, midén x befutja a valds szamokat. Amig az (u;v) vektorok merdlegesek, és egységnyi
hossztiak, megvalasztasuk nem szol bele a kapott pontokbdl kirajzolodo gorbe alakjaba. Ha azonban (u; v) tetszéleges
vektorok, a vizsgalt gorbék alakja is megvaltozik.

Tovabbi altalanositast jelent, ha az origd helyzetét is megvaltoztatjuk, amit az

/
a = cii1a+ ci19b + ci3

b/ = c210 + CQQb =+ Ca23

transzformécioval érhetiink el. J6 szolgalatot tesznek ezek a transzforméaciok a bonyolultabb fiiggvények alaki vizsgé-
latanal, segitségiikkel ezeknek a tipizalasa aranylag kényelmesen elvégezhetd.
Kiilon emlitésre méltéak az
A2z? + Bay +Cy* + Dz +Ey+F =0

egyenleti tun. méasodrendd gorbék, amelyekrdl e transzforméaciok segitségével lehet belatni, hogy valamennyiiik kipsze-
let, tehét a fenti egyenlet képe vagy ellipszis, vagy hiperbola, vagy parabola, vagy metszd egyenespar, vagy parhuzamos
egyenespar, vagy egy egyenes, vagy egy pont, vagy iires halmaz (a kort e folsorolasban az ellipszisekhez soroltuk).



