1. feladat. Tekintsiink két folyadékot, A-t és B-t, amelyek nem oldédnak egymdsban. E folyadékok telitett gézeinek
nyomdsa p;, (i = A vagy B) jo kizelitésben a kdvetkezd képletbsl szamolhato:

bi a; .
In—=—+b, (i=A4B),
oo T ( )

ahol py a mormdl nyomdst jeloli, T a gdz abszolit hémérséklete, tovdbbd a; és b;, (i = A vagy B) a folyadékokra
jellemzd dllandok (ln a természetes logaritmust jeloli, amelynek alapszdma e = 2,7183).

A pi/po ardny értékei az A és a B folyadékokra, 40 °C és 90 °C hdmérsékleten az aldbbi tabldzatban vannak
megadva:

° Pi/Po
tCC) =2 =B
40 0,284 0,07278
90 1,476 0,6918
Ezen értékek hibai elhanyagolhatoak.
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e Sl

a) Hatdrozd meg az A és B folyadékok forrdsi hdmérsékleteit a py nyomdson!

b) Az A és B folyadékokat egy edénybe ontottik, amelyben az 1. dbra szerinti rétegek alakultak ki. Azért, hogy a
szabad pdrolgdst a B folyadék felszinérdl megakaddlyozzuk, a B folyadék feliletét eqgy nem pdrolge C folyadékkal fedtik
be, amely nem oldodik sem A, sem B folyadékokban, és azok sem olddédnak benne. Az A és B folyadékok molekuldinak
tomegardnya (gdz dllapotban):

v =pa/pp =8.

Az A és B folyadékok tomege kezdetben egyforma, m = 100 g. A rétegek vastagsdga és a folyadékok sirisége olyan,
hogy feltehetjik: az edényben a nyomds gyakorlatilag mindenhol megegyezik a kilsd légnyomdssal.

Ezekutdn lassan, folyamatosan és egyenletesen melegiteni kezdjik a folyadékrendszert.

Azt taldljuk, hogy a folyadék t hémérséklete a T idd figguényében a 2. dbrdn vdzolt mddon vdltozik.

i |
)

2. abra

Hatdrozd meg az dbra vizszintes szakaszainak megfeleld t1, és to hdmérsékleteket! Szamitsd ki az A és a B folyadék
tomegét az dbrdn ldthato valamely 7 idépillanatban! A t1 és to hdmérsékletet kerekitsd egész (Celsius) fokra, a folyadék
tomegét pedig tizedgramm pontossdggal add meg!

MEGJEGYZES: Feltessziik, hogy a vizsgdlt folyadékok gdzei jo kozelitéssel

I) eleget tesznek a Dalton-térvénynek, azaz a gdzok keverékeinek nyomdsa egyenld a gdzkeveréket alkoté gdzok
parcidlis nyomdsainak 6sszegével,

IT) egészen a telitett goznek megfelelé nyomdsig idedlis gdznak tekinthetdk.



Megoldas. 1.a) Elgszor hatarozzuk meg az aq és by allandokat! Helyettesitsiik a tablazatban megadott szamada-
tokat az
In(p;/po) = a;/T +b;, (i=A vagy B)

egyenletbe! Ekkor mindkét folyadékra egy kétismeretlenes linearis egyenletrendszert kapunk, amelynek megoldasa:
apa =—37485 K, ba=10,711, ap =-51216 K, bp =13,735.

Egy folyadék akkor forr, ha telitett gézének nyomasa megegyezik a kiils6 légnyomaéassal. A feladat jeloléseivel ekkor
pi/po = 1, tehat Tp; = —a;/b;, ahol Ty a forrasi hdmérsékletet jeloli. Adatainkkal Tra = 345 K = 77 °C, Typ =
373 K =100 °C.

1.b) A hémeérséklet—id6 grafikon kezdeti szakasza arra utal, hogy az edényben a folyadék kezdetben parolgas nélkiil
melegszik, majd ¢; hémérsékleten forrni kezd. A forras azt jelenti, hogy a folyadék belsejében telitett gzt tartalmazo
buborék jon létre, amelyben a gaz nyomadasanak legaldbb akkorédnak kell lennie, mint a kiils6 nyomés. Melyik az
a legalacsonyabb hémérséklet, amelyen ez létrejohet? Az A és B folyadékok hatarfeliiletén keletkezd buborékban
mindkét folyadék telitett géze jelen lehet, és igy a nyomas a két telitett gbz nyomasanak az osszege. Ez a nyomas méar
az egyes folyadékok forrasi hdmérsékleténél kisebb hémérsékleten is eléri a kiils6 légnyomast. A ¢; hémérsékleten tehat
a pa + pp = po Osszefiiggeés teljesiil. A feladatban megadott egyenletbdl a nyomast kifejezve és a fenti Osszefiiggésbe

irva az » on
eTl"rbA +6T1+bB -1

egyenletet kapjuk. Ezt legegyszeriibben a szamadatok behelyettesitésével és T értékének tobbszori valtoztatasaval
oldhatjuk meg. Az egész fokra kerekitett eredmény 77 = 340 K, azaz t; = 67 °C. A forras az A és B folyadék hataran
tehat mar ezen a hémérsékleten megindul. Egy ilyen buborékban a telitett g6zok nyoméasat ismét a feladatban megadott
egyenlet segitségével szamithatjuk: p4 = 0,734 pg, és pp = 0,267 pg. Most mar meghatarozhatjuk az egyes folyadékok
gbzének tomegaranyét a buborékban: ma/mp = (pa/p) - (ba/up) = 22,0. (Ez az ardny a buborék felszallasa soran
nem valtozik.) Tehat a hatarfeliileti forras soran az A folyadék 22-szer gyorsabban fogy. Ez a forras addig tart, mig az
A folyadék teljesen el nem fogy, és ekkor a B folyadékbol még 100 g — (100/22) g = 95,5 g marad. Ennyi tehat a B
folyadék tomege a 71 pontban, amikor a forras befejeztével a hémérséklet ismét emelkedik. A forras ezutan méar csak
a B folyadék forraspontjan indul el ismét, tehat to = 100 °C.

2. feladat. Hdrom — nem egy egyenesbe esé — pontban (P1, Pa, Ps-ban) adott mq, ma és ms tdmegi pontszerd testek
talalhatok, amelyek kézti kolcsdnhatds egyediil a gravitdicios erékbdl szdrmazik; mds testekkel nem dllnak kélcsénhatds-
ban.

Jeloljik a harom tomegpontbol dllo rendszer tomegkézéppontjin dtmend és a Py P> Ps hdromszog sikjara merdleges
tengelyt o-val. Milyen feltételnek kell fenndllni a PPy = di2, PoP3 = dag és P1Ps = di3 tdvolsdgok kézott, valamint
e tdvolsdgok és a rendszer (o tengelyre vonatkoztatott) w szigsebessége kozétt, hogy a Py PaPs hdromszog alakja a
rendszer mozgdsa sordn vdltozatlan maradjon, vagyis milyen feltételek teljesiilése esetén forog a rendszer a o tengely
koril merev testként?

Megoldas. Jeloljiik az egyes tomegpontok helyvektorat ri, ro és rg-mal. Célszerid a koordinatarendszer origojat a
tomegkozéppontba vélasztani, ekkor fennall az

(1) mi-r1+mo-ro+mg-r3=>0

vektoregyenldség.
Irjuk fel az m; tomegi test mozgasegyenletét:

z_f'mlmz

(2) —mr] - w” = 3 (ro—r1) +
diy

ahol f a Newton-féle gravitacios allando. Az (1) egyenletbdl rs-at kifejezve és (2)-be helyettesitve az

wr o mid+msz me 1 1
(3) e e U It il L
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Osszefiiggeést kapjuk. Mivel r; és ro kiilonbo6z6 irdanya vektorok, (3) jobb és bal oldala csak ugy lehet mégis egyenls,
hogy a zéarojelben 1év6 kifejezések nullak. Innen
dip = di3 és w? - d§2 = f(m1 + mo + mg)

adodik. A masik két test hasonld (az indexek felcserélésével ad6do) mozgasegyenletét is felirva végiil a keresett feltételek:



(I dip =doz =diz=d és
(11) w-dd = f- M,
ahol M = mj + mg 4+ ms, a rendszer 6ssztdmege.

3. feladat.Ebben a feladatban annak a lehetdségét és kovetkezményeit vizsgaljuk, hogy miként lehet eqy elektron-
mikroszkopot (amely U = 511 kV potencidlkilonbséggel felgyorsitott elektronnyaldb mdgneses eltéritésével mikadik)
protonmikroszkoppd alakitani, amelyben a protonnyaldbot —U potencidlkilonbséggel gyorsitjuk fel.

Oldd meg az aldbbi két részfeladatot:

a)Az elektron, miutdn U potencidlkilonbséggel felgyorsitotidk, elhagyja a gyorsitot, és egy inhomogén B mdgneses
térbe jut. Ezt a mdgneses mezét a 11, Ts, ..., T, jelzéstd rigzitett tekercsekbdl allo rendszer hozza létre. A tekercsekben
i1, i2, .. ., in erésségd eqgyendram folyik. A tekercsek dltal létrehozott erdtérben az elektronok egy bizonyos P pdlyagdrbén
mozognak.

Mekkora iy, i3, ..., i) erésségd dramoknak kell a Ty, Ts, ..., T, tekercseken folyni, hogy eqy —U potencidlkilonb-
séggel felgyorsitott proton ugyanazon a P pdlyagérbén (és ugyanabban az irdnyban) mozogjon a mdgneses térben, mint
az eldbb az elektron?

UTMUTATAS: A feladatot tigy oldhatod meg, hogy megkeresed azt a feltételt, amely mellett a P pdlyagorbét meg-

hatdrozo egyenlet mindkét esetben ugyanaz. Felhaszndlhatod az aldbbi dsszefiiggést:

dp 1 dp?) 1 &
dt 2 dt 2 dt’

b) Hdnyszorosdra néne vagy csékkenne az adott mikroszkdp felbontoképessége, ha az elektronnyaldbot protonnya-
ldbbal helyettesitenénk? Feltételezziik, hogy a mikroszkop felbontdoképessége (vagyis az a legkisebb tdvolsdg két targypont
kizott, amelyeknek kor alaki képei még elkilonilten ldthatok) csak a részecskék hulldimtulajdonsdgdtdl figg.

Feltételezziik, hogy az elektronok, illetve a protonok sebessége a gyorsitasuk eldtt nulla. Az eqyszeriség kedvéért fel-
tessziik tovabbd, hogy az elektronok és protonok sajdt mdgneses momentumdnak a mdagneses mezdvel vald kélcsonhatdsa
elhanyagolhatod, €és hogy a mozgo részecskék altal kibocsdtott elektromdgneses sugdrzds is elhanyagolhato.

MEGJEGYZES: Fizikusok gyakran haszndljdk az energia egységeként az 1 elektronvoltot (1 eV), és ennek tibbszd-
roseit, mint pl. 1 keV, 1 MeV. 1 elektronvolt energidra tesz szert az az elektron, amely 1 V potencidlkilénbségen halad
dt.

A szdmitdsndl haszndld fel a kévetkezd szamadatokat:
az elektron nyugalmi energidja: Fo = mec® = 511 keV,

a proton nyugalmi energidja: E, = mpc2 = 938 MeV.

Megoldas. a) Mivel a felgyorsitott elektron mozgési energiaja dsszemeérhets (éppen egyenls) a nyugalmi energiaval,
a relativisztikus

dp
1 — =Fy.
(1) g7 L

mozgasegyenletet kell alkalmaznunk. Ebben

(2)

Me
p=———vV
V1—v2/c?
az m. nyugalmi tomegi, v sebességi elektron impulzusa,

(3) Fr=e.vxB

pedig az e toltési elektronra haté Lorentz-erd. Mivel ez az eré merdleges a sebességre (és emiatt az impulzusra is), a
megadott matematikai Gsszefiiggést felhasznalva azt kapjuk, hogy

dp® dp
— =2-p— ~p-F;p =0.
dt P ~P L

Az impulzus vektoranak nagysdga tehat a magneses mezGben torténd mozgas soran alland6. Hasonléan nem valtozik
a sebesség nagysaga sem, emiatt az (1) mozgéasegyenlet az

Me dv
Jioje

alakot 6lti. Mivel a palyagorbe barmelyik kicsiny darabja kozelithet egy R sugara korivvel (R a gorbiileti sugar), s
az egyenletes kormozgas gyorsulasa

(4)

—e.vxB

2

dv v*
R’

dt




a (4) mozgasegyenlet mindkét oldalanak abszolutértékét képezve

2
L-v—:ee-v-B-sin a

V1-v2/2 R

adodik (a a sebesség és a méagneses indukcio vektordnak szoge, ez altaldban a palyagérbe mentén helyrél helyre

valtozik.) Azt kaptuk tehat, hogy
p

e. - B
A fenti Osszefiiggés jobb oldaldn csak a palyagorbére jellemz$ mennyiségek szerepelnek, ha tehat azt akarjuk, hogy
egy ep, = —e. toltést, p* impulzusi proton valamilyen B* méagneses térben ugyanazt a palyagorbét fussa be, mint az
eddig vizsgalt elektron, akkor a

= R-sin a.

B =2 .8
p
feltétel teljesiilését kell (a palyagorbe minden pontjaban) biztositanunk. De mivel a magneses indukci6 aranyos a
tekercsekben foly6 aramokkal, a keresett feltétel

Az elektronok, illetve a protonok impulzusat a gyorsitofesziiltségbdl szamithatjuk ki. A relativisztikus energiaképlet

szerint )
Me - C

V1—0v2/c?
ahonnan v = (V3/2) - ¢, illetve p = V/3 - m, - ¢ adodik. A protonok sebességét és impulzusat a klasszikus mechani-

kai Osszefiliggésbdl szamithatjuk, hiszen a proton tomege sokkal nagyobb, mint az elektroné, s emiatt (ugyanakkora
gyorsitofesziiltség hatasara) sokkal kisebb sebességre gyorsulnak csak fel.

=mec® +le-Ul (=2 -mec?),

m v*2=ﬁ=|e -U| =511 keV = m,. - ¢*
) 2m,, P c

innen
*
p" = /2me - myp - C,

s végiil az impulzusok nagysaganak aranya

PL_ 2 my 2 938MeV
p V3 m. \3 0511Mev "7

Az eltérit6 tekercsek araméat tehat az i* = —35,00 Osszefiiggés szerint kell modositanunk, ha elektronok helyett pro-
tonnyalabot akarunk fokuszalni.

b) A mikroszkop felbontoképessége a részecskék Broglie-hullamhosszaval, az pedig az impulzus reciprokaval aranyos.
Az el6z6 szamitas szerint a protonok impulzusa kb. 35-sz6r nagyobb, mint az elektronoké, a széban forgd protonmik-
roszképpal tehat akar 35-szor kisebb targyakat is megfigyelhetiink, mint az eredeti elektronmikroszképpal.

4. feladat (mérési feladat.) Adott az aldbbi felszerelés:
1. Két, egyenként 10 mm vastag piezoelektromos korong, amelyeknek oldallapjaira elektréddkat pdrologtattak (ldsd a 3.
dbrdt). Ezek egy tolomérd szdraira vannak erdsitve.
2. Hitelesitett szinuszjel-generdtor.
3. Két bemenetd (kétcsatornds) oszcilloszkdp.
4. Két, folyadékot tartalmazd, zdrt mianyag zacskd.
5. Egy pohdrban glicerin, amely arra valo, hogy a piezoelektromos korong lapjait ezzel bekenve jobb mechanikai csatla-
kozds jojjon létre.
6. Kabelek és egy eloszto.
7. A folyadékkal telt zacskok rogzitésére szolgdld dllvdny.
8. Tolomérdtarto.

elektrodhk

3. dbra



Elektromos mezd hatdsdra a piezoelektromos anyagok megudltoztatjik hosszmeéretiket, és viszont: deformdciok ha-
tdsdra a piezoelektromos anyagban elektromos mezd jon létre. Ezért eqy piezoelektromos anyagban vdltakozo elektromos
mezd segitségével mechanikai rezgéseket lehet kelteni, vagy mechanikai rezgésekkel vdltakozo elektromos tér hozhato
létre.

a) Annak ismeretében, hogy a longitudindglis ultrahang sebessége a korong anyagdban kb. 4000 m/s, adjdl durva
becslést a korong szimmetriatengelyével parhuzamos mechanikai rezgések rezonanciafrekvencidjdira. Feltételezzik, hogy
a korong régzitése nem befolydsolja a rezgéseket. (Megjegyezzik, hogy mdsfajta rezgések is létrejohetnek a korongban,
az eldbbinél alacsonyabd, illetve magasabb frekvencidkkal.)

ElG26 becslésedbdl kiindulva hatdrozd meg méréssel azt a frekvencidt, amelynél a piezoelektromos korongok a lehetd
legjobban mikdédnek ultrahangot kibocsdtd és (a folyadékon dthaladt ultrahangot) érzékeld rendszerként. Ha glicerinnel
kenjiik be a korongok feliletét, mielétt hozzanyomjuk ket a mianyag zacskéhoz, ez javitja az ultrahang dthaladdsdt.

b) Hatdrozd meg az ultrahang sebességét mindkét folyadékban a zacskok kinyitdsa nélkil, és végezz hibabecslést!

c) Szamold ki a két folyadékban megmért sebességek ardnydt, és gondosan add meg ennek is a hibdjdt!

Megoldas. a) A piezokristalyban az alkotoval parhuzamosan terjeds rezgésekre a korong lapjai szabad végként
viselkednek. A legalacsonyabb rezonancia frekvencia esetén h = A, /2 = v, /(2f), ahol h a korong magassaga, Ap, v, és f
pedig az ultrahang hullimhossza, sebessége és frekvencidja a piezokristdlyban. A keresett frekvencidra szamadatainkkal
f =2-10° Hz adodik. Ez az érték csak egy becslés, hiszen a korong atmeérsje nem sokkal nagyobb a magassaganal, és
ez befolyasolhatja a rezgést.
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4. dbra

A meérési elrendezést a 4. dbra mutatja. A szinuszjel-generator egyrészt az egyik piezo korongra van kétve (ez
bocsatja ki az ultrahangot), masrészt az oszciloszkop egyik bemenetére. A mésik piezo korong, amely mikrofonként
miikodik, az oszcilloszkép masik bemenetére van kotve. Mindkét korong kissé hozz& van nyomva az egyik folyadékot
tartalmazo zacskohoz. A frevenciat a 100-1000 kHz tartoményban lassan valtoztatva a felfogott jel amplitadoja egy éles
cstucsot mutat az f = 215 kHz frekvencian. Ezt a frekvenciat a legpontosabban (3 kHz pontossaggal) gy hatarozhatjuk
meg, hogy az oszcilloszkdp erny&jérsl leolvassuk néhany periddus hosszat.

b) Ha a tolomérd segitségével valtoztatjuk a két piezo korong tavolsagat, akkor valtozik az az ut, amit az ultrahang a
folyadékban megtesz, és igy az oszcilloszkopra érkezé két szinuszjel faziskiilonbsége. A tolomérd nyilasat valtoztatva az
elmozdulast (d) minden olyan pontban leolvassuk, ahol a két jel azonos fazisban érkezik az oszcilloszkopra. Abrazolva,
az n hullamhossznyi elmozdulasnal leolvasott d,, értékeket, a kapott pontok kozelitsleg egy egyenesre illeszkednek (5.
abra). Az egyenes meredeksége éppen a hullamhosszt adja, amelyre A4 = 7,010 £0,035 mm és Ap = 8,950 £ 0,045 mm
adodik. Az ultrahang sebessége a folyadékban v = Af, adatainkkal v4 = 1508 £ 30 m/s, vg = 1923 + 38 m/s.
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c) A két sebesség aranya vg /va = Ap/Aa = 1,276+£0,013, itt a frekvenciamérés pontatlanséga nem jatszik szerepet.



