A Bolyai Janos Matematikai Térsulat Ifjusagi Matematikai Kore 1988. évi Téli Ankétjat december 27-én és 28-4n
tartotta.
Az ankéton a kovetkezs elGadasok hangzottak el:

Pelikan Jozsef: Az aranyos képviselet matematikéja
Lovdsz Ldszlo: Hogyan kiildjlink iizenetet a Marsra?

Majd a résztvevek a 29. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiara javasolt feladatokat oldottak meg.
Ezek koziil kozliink most néhanyat megoldassal egyiitt.

1. Az a,, sorozat értelmezése:
ao=0, ar=1, ap=2ap_1+an_2 (n>2)

Bizonyitsuk be, hogy 2% akkor és csakis akkor osztdja a,-nek, ha 2% n-nek is osztdja.

Megoldas. ¢"" = 2¢™ + ¢" ! nyilvan fennall a ¢*> = 2¢ + 1 egyenlet két gyokére: ¢ = 1 + V2, ¢ =1-V2.
Tekintsiik a kovetkezs sorozatot: C,, = A - qf + B - g5. Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy C,4+1 = 2C,, + Cp—1
teljesiil. Most valasszuk meg A-t és B-t ugy, hogy cg = ag és ¢; = a1 legyen. Ekkor a ¢, és a,, sorozat megegyezik. Az

A+ B=cy=a9=0¢6s A1 + Bgo = ¢1 = a1 = 1 egyenletekb6l A= —, B= ——
0 0 q1 q2 1 1 gy 2v2 2v2

. Ezzel megkaptuk az a,, sorozat

altalanos tagjanak képletét:

A feladat annak az igazolasa, hogy a,-nek és n-nek a primtényezds felbontasadban a 2 azonos kitevével szerepel.

(1) an 1 1 n (1 + \/i)n - (1 B ﬁ)n

I. A rekurziv formulat hasznalva vegyiik észre, hogy a sorozat minden pératlan indexd tagja paratlan, ezért az
allitas igaz, ha n péaratlan.

II. Ha n péros, akkor felithato n = 2F - m alakban, ahol m paratlan.

Belatjuk, hogy tetszbleges i-re ag; = 2 - x - a;, ahol x paratlan. Ebb6l mar kovetkezne a bizonyitando allitas, hiszen
U = gy, = 2+ T1 - Qgr—1,, = 2°T1Tolgk—2,, = ... = 2k r 2y . .. TkQy, és igy ap-ben és n-ben is a 2 ugyanazon a
(k-adik) hatvanyon van.

Az (1) formulat és a binomialis tételt alkalmazva adodik, hogy:

(+VD = (1-V3P (VD) = (1-V)

a9; = =

2v/2 2v/2
a2, Ké) + <;>(\/§>2+ <i>(\/§>4+...].

i
A zérodjeles tag viszont paratlan, mert ( O) = 1 kivételével az Gsszes benne szerepls tag paros.

(1+V2)! + (1 —V2)) =

Benkd Ddvid (Budapest, Moricz Zs. Gimn., IV. o. t.)

2. Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder két szemkdzti élének felezdpontjait tartalmazo sik a tetraédert két eqyenld térfo-
gatu részre vagja szét.

Megoldas. Elgszor lassuk be a kovetkezs dllitast. Ha az e egyenes a X sikot Y pontjaban dofi, és az e egyenesen
lev6 X # Z pontokra XY =Y Z, akkor X és Z egyenl6 tavol vannak a 3 siktol.

Ezt a nyilvanval6 allitast csak a konnyebb hivatkozéas kedvéért nevezziik el lemménak.

A jelolések az abrén lathatok.

Ha a metsz6 sik tartalmazza AB-t, akkor a tetraéder az ABFy; D és ABF>C' tetraéderekre esik szét, amelyek kozos
lapja ABF5, és a laphoz tartozé magassaguk aranyos CFy, ill. DFs-vel, tehat lemménk miatt egyenlSk. Igy a két
térfogat is egyenld.



Hasonléan lathato be az allitas helyessége, ha a metsz6sik tartalmazza CD-t.

Ha ezek egyike sem &ll fenn, akkor a metszé sik AC-t, ill. DB-t egy-egy bels6 P, ill. Q pontban metszi. A metszs
sik ,alatti” részt megkapjuk, ha ABFy D tetraéderhez hozzaragasztjuk az AFy PFy tetraédert, és levagjuk az Fy Fo BQ
tetraédert. Mivel ABF,D térfogata fele az ABC D-ének, a metszGsik ,alatti” rész akkor a fele ABC D-nek, ha

Varpr = VBR QR -

+F,FPA B

Térjlink at tetszdleges O-bol inditott helyvektorokra. (Jeloljiik pl. (ﬁl—t A-val stb.) Feltehetjiik, hogy P az AC-t
x @y ardnyban osztja:
P=(yA+zC)/(z +v).

)
P
~
~
A
F
-FF,QB

A PFyF; sik nyilvan csak egy pontban, Q-ban metszi a DB szakaszt, igy csak egy olyan pont van (a @), amire
PQ metszi az Fy Fy szakaszt. Eme @ helyvektora:

Q = (yB+xD)/(x +y).



Ez valéban megfelel, mert igy a PQ szakasz N felez6pontja rajta van az Fy Fp-n, azt x : y ardnyban osztja (mert

N = (y(A+ B) +z(C + D)) /2(z +y).

Masrészt igy lemmank szerint az APFy F, és BQF F; tetraéderek P-hez, ill. Q-hoz tartoz6 magassaga megegyezik,
mert PN = QN. Ezenkivil Tar r, = Tsr, F,, hiszen ABFy-ben F} F5 stulyvonal. Mivel magassaguk és hozza tartozd
alapteriiletiik megegyezik, az APF1 Fy és BQF) F» tetraéderek térfogata megegyezik.

Ezzel allitasunkat belattuk.

Csirik Janos (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., III. o. t.)

3. Legyen f a pozitiv egészek halmazan értelmezett pozitiv egész értékid fiigguvény. Feltesszik, hogy

f(f(n)+ f(k)) =n+k.
Meghatdrozands f(1988) értéke.
Megoldas. f(f(n) + f(k)) = n+ k, ezért:

4f(n) = (f(n) + (n))+(f( )+f( ) =
= f(f(n) + f(n) + [(f(n) + f(n))] = Fln+n) + (n+n)] =
=f[((n=1)+(n- 1))+(<n+1)+<n+1))}=
=1+ fln=1)+ f(f(n+ 1)+ f(n+1))] =
:(f(n—1)+f(n D)+ (f(n+1)+ f(n+1)).

Azaz tetszéleges, 1-nél nagyobb pozitiv egész n-re:

fn)=fn=1)=fn+1) = f(n)
Ez pedig azt jelenti, hogy az
(n— 1, f(n— 1)), (n,f(n)), (n—!— 1, f(n+ 1))

koordinataju racspontok egy egyenesbe esnek. n = 2-r6l indulva teljes indukciéval rogton adodik, hogy a fiiggvény
Osszes pontja egy egyenesen van. Tehat a fiiggvény

(1) J(0) = i+ 8

alaki, ahol v és 3 természetesen szamok, és o nem negativ, mert a feltétel szerint f(i) pozitiv egész, barmely i € N -
re.
(1)-et hasznalva :

fn)+ f(k) = aln+ k) +26.
Ezért:
n+k=f(f(n)+ f(k)) = fla(n+k) +28) = a(aln+ k) +28) + B.
@ = n + k jeloléssel tehat:
Q(1-a®)=2aB8=4.

Ez minden Q > 2 egészre igaz, igy sziikségképpen 1 —a? = 0, a = 1. 0 = 28 + (-bol pedig § = 0. Tehat f(i) =
barmely i € N*t-re, és ezért f(1988) = 1988.

Benkd Ddvid (Budapest, Moricz Zs. Gimn., IV. o. t.)

4. Legyen Q az ABC hdromszog beirt korének a kézéppontja, P pedig a hdromszdg sikjinaek tetszdleges pontja.
Bizonyitsuk be, hogyha AB = ¢, BC =a, CA =0b, akkor

a-PA*+b-PB*+c¢-PC*=0a-QA*+b-QB*+¢-QC? + (a4 b+ c)QP>.

Megoldas. Emeljiikk négyzetre és szorozzuk be a-val a kovetkezs (nyilvanvalo igaz) egyenlGséget:

PA=PG+ QA



—
Azt kapjuk, hogy aPA? = aPQ?* 4+ aQA? + 2a1@ - QA. Bontsuk fel a ﬁ, PC' vektorokat is hasonlé moédon, s
jarjunk el tgy, mint fent (természetesen b-vel, majd c-vel szorzunk). A kapott egyenletek Gsszeadasa utan:

aPA® + bPB? + cPC? = aQA* + bQB? + cQC*+
+(a+b+c)PQ* + 21@(@?@ + Cﬁb + Q?e).
A feladat allildsanak bizonyitdsdhoz méar csak
(1) QAa+QBb+QCc =0
igazolandé. Ez pedig abbdl a tételbdl kovetkezik, mely szerint barmely X pontra:

Tapx -C+Tpex - A+Tcax - B

Y =
Tapc

T
Ha ezt a Q pontra irjuk fel, és a kozéppontnak is -t valasztjuk, akkor ABC

-val valo szorzas utan épp (1)-et kapjuk.

Sustik Mdatyds (Budapest, Fazekas M. Gimn., IV. o. t.)

5. Az egészekbdl dallo sorozat tagjaira a1 = 2, as =7,

a? 1
e < — —2 < = > 9
3 S s (R22)
teljestil. Bizonyitsuk be, hogy a, pdratlan, ha n > 1.
Megoldas. Allitjuk, hogy a,, éppen a
b2 -9 n—2
b1:2, b2:7, bn+1: n+b( ) (TLZ2)
n—1

definiciéval megadott sorozat, azaz a, = b,.
Ehhez elGszor definialjuk a {c,} sorozatot is:

=2, =171, Cn+1 = 3¢n + 2¢n_1 (n > 1)

Megmutatjuk, hogy b, = c¢,. Ezt n-re vonatkozo teljes indukcioval igazoljuk. Az els6 néhany értékre konnyd ezt
ellendrizni; most belatjuk, hogy az allitas n-rél (n + 1)-re atoroklédik. Azt kell megmutatnunk, hogy

b2 ) n—2
Cn+1 = 3cn +2¢,-1 = M = bn+1-
bnfl
bn = ¢cn, bn_1 = c,_1 felhasznéalasaval rendezés utan
(1) 3bpbp_1 + 202 = b2 + (—2)" 2

by g+ (=28

Ab, =
bn—2

osszefiiggésbol b2 | = bpb,_o — (—2)" 3. Ezt behelyettesitve (1)-be:

3bpbp 1 + 2byby o — 2(=2)"73 = b2 + (=2)"72,

azZaz:

b (3bn_1 + 20, o) + (—2)""2 = b2 4 (—2)" 2.
Ez pedig teljesiil, mert b, = 3b,_1 + 2b,_2 = 3cp_1 + 2¢ch_2 = Cp.



Teljes indukcioval igazoljuk azt is, hogy ¢, > 2", ha n > 1. Nyilvan ¢; > 4, ¢35 > 8. Tegyiik fel, hogy ¢ > 2%, ha
k=2,...,n (n>3). Ekkor:

Cnp1 =3¢ +20p1 >3-2" 422" =22 (n —1>1).

Végiil bebizonyitjuk, hogy b, = ¢, = a,. A {b,} sorozat elemei egészek, és a1 = by = 2, as = b = 7. Igazoljuk, hogy

L, o1
2 n+1 bn—l = 27
azZaZ: 9 9 9
1B+ (=2) B 1
2 bn—1 -2

1
Valoban, §bn_1 > 272 miatt ez teljesiil, ha n > 3. Az n = 2 esetben pedig azt talaljuk, hogy a jobb oldalon egyenlGség

1

all. Mivel ( — 3 5} 1 hosszusagu, félig zart intervallum, indukcioval kovetkezik, hogy csak b, 11 = an41 lehet.

Sustik Mdatyds (Budapest, Fazekas M. Gimn., IV. o. t.)

6. Egy kerekasztal kéril 2n ember ilésezik. Szinet utdn djra leiilnek valamennyien tetszéleges sorrendben. Bizo-
nyitsuk be, hogy van két ember, akik kézott sziinet eldtt és szinet utdn is ugyanannyi ember ilt.

Megoldas. Az egyes emberek helyét forgatasokkal jellemezhetjik (az asztal kdzéppontja koriil) aszerint, hogy a
sziinet elGtti helyiikr6l mekkora pozitiv irdanyt forgatas viszi ket a sziinet utani helyiikre. A forgatés egysége a ,szék-
koz”. Az asztal kerek, ezért 2n, és ennek egész szamu tobbszordsei az embereket a helyiikon hagyjak, igy Osszesen csak
2n kiilonbozs forgatas létezik (a 0, 1, 2,..., 2n —1).

Ha van két ember, akiket ugyanaz a forgatas jellemez, akkor készen vagyunk, hiszen ugyanaz a forgatas a koztiik
levs székek (emberek) szamat is megtartja.

Tegyiik fel, hogy nincs két ilyen ember, tehat minden embert kiilonb6z6 nagysigu forgatas jellemez. 2n ember és
2n féle forgatés van, ezért minden forgatés egyszer fordul els. Jeloljiik a forgatasok Gsszegét F-fel. Az elbbiek szerint

2n(2n —1)
2

F=0+1+2+4...+2n—1= =2n® —n.

Most egy kicsit mas oldalrél kozelitjiilk meg a problémat. Jeloljiik meg egy-egy nyillal minden embernél, hogy
honnan hova iilt at. Igy egy iranyitott grafot kapunk, amelynek minden szdgpontjaba mutat egy nyil, és indul is egy
nyil, mert minden széken egy ember {ilt a sziinet el6tt, és minden székre egy ember iilt a sziinet utan.
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Induljunk el valamelyik székt6l a nyilak mentén. Az el6bbi tulajdonsidg miatt utunknak sohasem lesz vége. Véges
sok pontunk van, ezért egy id6 utén egy olyan székhez fogunk érkezni, ahol méar voltunk. Az elsd ilyen szék csak az lehet,
ahonnan elindultunk, mert ellenkez6 esetben lenne olyan szék, ahova két nyil mutat. Ezek szerint, ha az ilyen ,korok”
mentén adjuk Ossze a forgatasokat (mert lehet, hogy tobb, kiilénallo kor is van), 2n-nek egész szamu t6bbszorosét
kell hogy kapjuk eredményiil, mivel ezek a korok onmagukba térnek vissza, azaz helybenhagyéas a forgatasaik Osszege.
Ezzel ellentmondésra jutottunk, mert azt kaptuk, hogy 2n|F, viszont F = 2n* — n nem oszthaté 2n-nel.

Kondacs Attila (Budapest, Arpad Gimn., IIL o. t.)

7. Egy konvex poliéder éleit gy irdnyitjuk, hogy minden csicsban legyen oda vezetd és onnan kiindulo él is. Bi-
zonyitsuk be, hogy a poliédernek van legaldbb két lapja, amelyet az irdnyitott élek mentén korbejarhatunk dgy, hogy
minden €len az irdnyitdisnak megfelelden haladunk.

Megoldas. Az a tény, hogy minden csicsban van oda bevezetd és onnan kiindul6 él is, biztositja, hogy ha valamelyik
cstcsbol elindulva éleken keresztiil haladunk (az iranyitasnak megfelelGen) csticsbol cstucsba, soha sem akadhatunk el;
vagyis nincs olyan csics, amelybe beérkeziink, de onnan nem tudunk tovabbmenni.



Kezdjiink el egy ilyen ,sétat” egy tetszleges csticsbdl kiindulva. Mivel véges sok cstcs van és nem akadhatunk
el, el6bb-utébb olyan csicsba vezet utunk, ahol korabban mar voltunk. Amikor elgszor jutunk méar korabban érintett
csucsba, akkor alljunk meg. Legyen ez az utolsé csics a C' csdcs. Tekintsiik utunkat onnan kezdve, amikor el&szor
érintettiik C-t. Innen kezdve utunk egy 6nmagit nem metszé korit, hiszen csupén a C cstcs az, amelyiket 2-szer
érintettiink utunk soran.

/\o

Ez a korat két részre osztja a poliéder feliiletét. Azt fogjuk megmutatni, hogy mindkét részen van olyan lap, amely
élei mentén korbejarhato. Ezt elég az egyik részen belatni, a masik részen hasonlé gondolatmenetet hasznalhatunk.
Valasszuk ki tehat az egyik részt, és egy a hataron levé olyan csicsbol induljunk el a rész belseje felé, ahonnan
indul ki ilyen bevezetd él (mint pl. CA). Ha csak kivezets élek vannak (mint pl. BO), akkor az egész poliéderen
megvaltoztatva minden él irdnyitasat, a korutak és igy a lapkorutak ugyanott lesznek, ahol eddig, ezek a kivezets élek
viszont bevezetGkké valnak, igy elindulhatunk befelé. A kezdeti bevezetd éllel Gjra egy sétat kezdiink el, amely, mivel
résziinkon csak véges sok cstcs van, el6bb-utoébb vagy egy mar érintett csucsba vezet, vagy egy hatarcsicsba (4bra).
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Mindkeét esetben 0j korat alakul ki a résziinkén beliil (vastag vonal) gy, hogy ez a kérat néhany lapot hatarol
koriil a részen beliil, de nem a rész 6sszes lapjat. Ez a kevesebb lap alkotja majd az 0j részt, amelyre az el6bbi eljaras
megismételends. Az eljaras addig folytathatd, amig az éppen aktudalis rész hatarold csicsaibdl van bevezets, vagy
azokba kivezets él a részbdl. Ez mindaddig fonnéll, amig a rész 1-nél tobb lapot tartalmaz. Mivel minden 1épésnél az
1j rész kevesebb lapot tartalmaz, mint az el6bbi, és az els6 rész véges sok lapot tartalmaz, véges sok lépésben eljutunk
addig, hogy az aktualis rész egy lapot tartalmaz, és igy ez a lap élei mentén koriiljarhato.

Tehat az eredetileg kivalasztott részben van megfelels lap, és hasonlé gondolatmenettel igazolhatd, hogy a komp-
lementer részben is. Igy igazoltuk, hogy van legalabb két olyan lap, amely élei mentén korbejarhato.

Maté Nora (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.)
8. Legyenek x1, x2, ..., xp olyan pozitiv szamok, amelyek oOsszege egyenld szorzatukkal; legyen tovdbbd n > k
pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy
3:?71 + 1”2171 4+ 4+ xzfl > kn.
Milyen esetben teljesiil az egyenldség?
Megoldas. Alkalmazzuk a szamtani-mértani kozép kozti Osszefiiggést az x1, xo,..., xp szamokra. A feltételt is
figyelembe véve kapjuk, hogy:

r1%2 ... Tk 1+ 2o+ ...+ Tk

(1) A = A Z sk/l'l,fz...l'k,




azaz
ke
129 ...TE > kF-T.

A hatvanykozepekre vonatkozo tétel azt mondja ki, hogy ha a és 8 két olyan valos szam, amelyekre o > (3, akkor
h(a) > h(p) tetszoleges x1, xa, ..., T} pozitiv szadmokra, és egyenlGség akkor és csak akkor allhat fenn, ha 21 = 29 =

e =Tk,
1
(Il + 3 +”'+xk) ,ha w#0, és h(0) = \k/I1I2...Ik.>

Megjegyzés: h(w) = 2
Nyilvan 2 < k < n, ezért n — 1 > 0, igy

1

n—1 n—1 n—1\ n=1

(1) miatt.
A kivant egyenléGtlenség igazolasahoz belatjuk, hogy T > nﬁ, azaz hogy az a, = ~ +/z sorozat (z > 2) szigortian
monoton fogyé. Viszont

VE> Vztl

valoban teljesiil, mert:

z—1 darab
. (z—l)(z—i—l)—i—l: +D)+E+D)+...+(z+1)+1 -
> Ve D)+, D) 1=(z4+1)7.

z—1 darab

A feladat egyenl6tlenségében akkor és csak akkor dllhat fenn egyenlGség, ha o1 = a9 = ... =z, =z és n = k, azaz
n— k—1 - . e ee . . .. .
ha kz" ' = kn; © = Vn = Vk. Es ha minden x; ezt a kdzds x értéket veszi fel, akkor teljesiil az is, hogy a

szorzatuk egyenlS az Osszegiikkel.
Benkd Ddvid (Budapest, Moricz Zs. Gimn., IV. o. t.)



