1. Bizonyitsuk be, hogy az {1,2,...,1989} halmaz elédll 117 darab olyan diszjunkt halmaz, A1, As, ..., A117 egye-
sitéseként, amelyekre teljestl, hogy

a) mindegyikiknek 17 eleme van, tovdbbd, hogy

b) mindegyikikben ugyanannyi az elemek dsszege.

Az ilyen tipusu feladatokra altalaban kétféle megoldas lehetséges. Az egyik csak a felosztas létezését igazolja, a
masik megkonstrualja a felosztast is. En ez utobbit valasztottam. Sikeriilt talalnom egy olyan moédszert, amely két
lépésben elkésziti a kivant felosztast. Konnyen ellendrizhets, hogy 1989 = 17 - 117. Ezt felhasznélva els6 lépésben
soroljuk be a szamokat az abran lathaté6 moédon.
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1. dbra

Minden sorban pontosan 17 szam van, ezek alkotnak egy csoportot. Az elsé sorban a szamok Gsszege éppen meg-
felels. Maradt 116 sorunk. Vizsgaljuk meg ezeket parosaval az dbra szerint. Az A és C-vel jelzett csoportokban az egy
sorban 1év6 szamok Osszege mindeniitt 995 - 16, tehat ugyanannyi. Csak a B-vel jelzett részben a ,,kdzépsd” satirozott
elem valtozik. Minden egyes parban a B-ben 1év6 elem ugyanannyival tér el a 995-t6l, az egyikiik nagyobb, a masikuk
kisebb. Tehat két ilyen szomszédos sorban is megfelel a szamok egyiittes 0sszege. Ha a szomszédos sorokat parosaval
rendbe tudjuk tenni, akkor készen is vagyunk.
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2. dbra

Maésodik lépésben tehat vegylik azt a part, ahol a kozépss B-beli elemnek a 995-t61 valo eltérése éppen d. (d 1-t6l
58-ig valtozhat, mert 2-58+1 = 117). A par elsd soraban a kivant értéktsl valo eltérés d, a masodikban — d. Ha a C-beli
nyolcasokban kicseréliink az abran lathat6 modon két szamot, melyek egyméastol k tavolsagra vannak (1 < k < 15),
akkor az egyik sorban k-val ng, a masikban pedig k-val csokken az Osszeg. Ha 1 < d < 15, akkor igy egyetlen cserével
helyrehozhat6 az eltérés. Ha az eltérés nagyobb 15-nél, akkor a két széls6t kicseréljiik, és a maradék 14 szadmmal
tetsz6legesen megmaraddé kiilonbség helyrehozhat6 1-t6l 13-ig. Ha még ez sem elég, akkor a 14 szam koziil a két széls6t
ismét cseréljitk ki. A maradék 12 szammal tetszélegesen megmaradoé kiilonbség korrigalhato 1-t6l 11-ig. Lathato, hogy
C-beli elemek alkalmas cseréjével tetszéleges eltérés korrigalhatd az alabbi hatarig:154+ 13+ 11+ ...+ 3+ 1 = 64. Ez
nagyobb mint 58, tehat mindegyik parnal elvégezhets a csere. Ezzel a feladatot megoldottuk.

(Pasztor Gabor)

2. A hegyesszogi ABC' hdromszég A-bol, B-bél és C-bél induld belsd szogfelezdi rendre az Ay, By, illetve C1 pontban
metszik a haromszdg koriulirt korét. Az AA; egyenest az Ay pontban metszi a B- és a C-beli kiilsd szogfelezd és hasonléan
kapjuk a By és a Cy pontokat. Bizonyitsuk be, hogy

i) az AgBoCy hdromszdg terilete egyenld az AC1BA1C By hatszdg teriletének kétszeresével;

ii) az AgBoCy hdromszdg teriilete legaldbb négyszer akkora, mint az ABC' hdromszdg terilete.

Mivel a haromszog egy szogének kiils és belss szogfelezGje merdleges egymasra, az A, B, C' pontok az AgByCy
haromszogben a magassagvonalak talppontjai. Ismeretes, hogy egy haromszog Feuerbach-kore athalad a magassagok
talppontjain, az ABC haromszog koré irt kore tehat az Ag ByoCy haromszog Feuerbach-kore. A Feuerbach-kor dthalad
az OA(), OBQ, OC() felez(ipontjan iS, ezért OA1 = Ale, OBl = BlBo, OCl = Clco.



Jeloljiik a kis haromszogek teriiletét t;-vel (i = 1,2,...12) az dbra szerint. Igy t; = t7, mert a két haromszog alapja
és magassaga egyenlS. Ugyanigy kapjuk, hogy to = ts, t3 = t9, t4 = t10, t5 = t11, ts = t12. Ezeket Osszeadva:

tidtat...+tg=tr+ts+ ...+ t1o.
Mindkét oldalhoz hozzdadva az egyenlet bal oldalat:
20t +ta+... +te) =t1 +ta+ ... +ti2

ami éppen a bizonyitandé allitas.

A maésodik allitas igazolasdhoz ezutan elegendd belatni, hogy az ACy; BA;C By hatszog teriilete legalabb kétszerese
az ABC haromszog teriiletének.

4. dbra

Jeloljiik az ABC haromszog magassagpontjanak az oldalakra vonatkoztatott tiikorképeit rendre As, Ba, Co-vel.
Ismert, hogy ezek a pontok a koriilirt korén vannak. Az A; pont a BC' iv (A-t nem tartalmazo ivének) felezGpontja,
mert BA; és C'A; ivekhez tartozo keriileti szogek egyenldk, tehat az A1 E szakasz (F a BC szakasz felez6pontja) nem
kisebb az Ao F' szakasznal (F' az A vetiilete BC-re).

Ezért tpa,c 2 tpa,c. Hasonldan kapjuk, hogy top,a 2 top,a, tacys 2 tac,s. Az egyenlStlenségek megfelels
oldalait 6sszeadva

tpa,c +tepa+tac,B 2 tpa,c +toB,a +tac,B-

A jobb oldalon éppen az ABC haromszog teriilete all, mert a kis haromszogeket tiikrozve az oldalegyenesekre Ao, Bo,
Cs pontok tiikdrképe éppen a magassagpont, és igy a tiikdrképek egyrétien fedik le az ABC haromszoget.
Azaz

tea,c +teia+tac,s 2 tasc.

Mindkét oldalhoz hozzdadva t Agc-t

taBc +tBa,c +toia +tac,B 2 2taBc.



Igy éppen a bizonyitando allitast kapjuk, mert a bal oldal 4 haromszoge éppen lefedi az AC; BA;C B, hatszoget.
Egyenl@ség csak akkor allhat fenn, ha A; és Ay, By és Bs, C1 és Cy egybeesik, ami azt jelenti, hogy a haromszog
minden alaprol nézve egyenls szar, tehat szabalyos. Szabalyos haromszogben pedig nyilvan fennéll az egyenlGség.

(Pasztor Gdbor)
3. Legyenek azn és a k adott pozitiv egész szamok, az S pedig olyan n-elemd sikbeli ponthalmaz, amelynek
a) semelyik hdrom pontja nincs egy egyenesen;
b) az S halmaz minden P pontjihoz taldlhato legaldbb k darab S-beli pont, amelyek mind egyenld tdvolsigra vannak
a P ponttal.
Bizonyitsuk be, hogy

1
k<§+v2n.

Sajnos a feladatra a magyar versenyzok egyike sem talalt megoldast — utolag ez bizonyult a verseny legnehezebb
feladatanak.

A megoldas elsé 1épése a bizonyitando egyenlStlenség valamivel megfoghatobb, beszédesebb alakban torténd felirasa.
Rendezés utdn négyzetre emelve

kz—k+i<2n,

azaz
k2 —k n 1 <
—<n
2 8
adodik. A bal oldal els6 tagja egész, igy elegends igazolnunk, hogy
k? —k
<n-1.

k
A bal oldalon éppen <2>, a k elem koziil valaszthatd parok szama &ll.

A halmaz minden P pontjahoz tekintsiik tehat a t6le egyenld tavolsagra 1évé k darab S-beli pontbdl készithets
pontparokat. Igy Osszesen
k
- (2)

pontpart kapunk. Ha most egy S-beli (A, B) pontpart szamba vesziink egy P pontnal, akkor a P rajta van az AB
felez6merdlegesén. Mivel az S-ben nincs harom egy egyenesre es§ pont, a fenti leszamolas sorén tetszéleges S-beli
pontpart legfeljebb kétszer kaphatunk meg, azaz

n<’;) S2.<’;>_n.(n_1),

ahonnan n-nel osztva éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

Megjegyzés. A feladat allitasa ugy is teljesiil, ha elhagyjuk azt a feltételt, hogy nincs harom egy egyenesre esé S-beli
pont, ennek bizonyitasara most nem tériink ki.
(Pataki Janos)

4. A konvex ABCD négyszig AB, BC és AD oldalaira teljesil, hogy AB = AD + BC. A négyszig belsejében gy
helyezkedik el a P pont, hogy AP = h+ AD és BP = h+ BC, ahol h éppen a P pontnak a CD egyenestdl mért

tavolsdga. Bizonyitsuk be, hogy
1 1 1

> __ [
Vi = VaD ' VBC

A 2. napon az elsé nap mar elég jol bevalt taktikit akartam kovetni, vagyis a geometria feladattal kezdeni. Az els6
sikertelen méasfél 6ra utan valtottam csak az 5. feladatra. Azt megoldva tértem vissza a 4.-re, és ez ,,be is jott”.

Az els6 nehézséget maga az allitds okozta. Mit kezdjek szakaszok négyzetgyOkeinek reciprokaval? Koénnyebben
értelmezhetének tint ehelyett a VAD - BC' > Vh- AD + Vh - BC allitast igazolni. Ezeknek a kovetkezs geometriai
jelentést tulajdonithatjuk: konnyen ellendrizhets, hogy 2,/xy nem mds, mint z és y sugard egymdst kiviilrél érinté
korok kozos érintGszakasza.

A kovetkezd részcél ilyen korok keresése a négyszogben. Itt sikeriilt hasznositanom az elsé masfél 6ram eredmé-
nyeit is. Ez az id6 a kovetkezs Otletre ,,ment ra”. Rogzitsiik AD, BC hosszat, valtoztassuk h hosszat, majd egy-egy
((AD; BC; h) harmashoz probaljunk ABC D négyszog(ek)et szerkeszteni.

Mivel AB = AD + BC; AP = AD + h; BP = BC + h, ezért ekkor az ABP haromszog megszerkeszthets. A C
pont mértani helye a B koriili, BC sugaru kp kor, a D ponté a hasonlo k4 kor. A C'D szakasz pedig érinti a P koriili,
h sugard kp kort. Megvan a harom kor! Annak a feltétele, hogy létrej6jjon legalabb egy ,,j6” ABCD négyszog, az,
hogy legyen a kp kornek olyan érintGje, amelynek van kozos pontja a k4 és kp korokkel is, méghozza ugy, hogy a
metszéspontok az AB egyenes P fel6li partjan legyenek, (hogy a négyszog konvex legyen). Ehhez az nyilvan elégséges,




hogy kp teljesen az AB fel6li partjan legyen k4 és kp kozos kiils6 érintGinek; legfeljebb érintse. De ez sziikséges is,
mert ellenkezd esetben a kovetkezs igaz: a k4 és kp barmely X, illetve Y pontjat 0sszekGtve, ez a szakasz a kozos
érinté alatt AB felé es6 részén) halad, igy kp-t csak oly modon érintheti, ha P a létrejové XY AB négyszog kiils
pontja.

1. dbra

Az volt az elképzelésem, hogy igazolom a VAD - BC = (VAD + v'BC)Vh helyességét. Lathato, hogy h véltoz-
tatasaval a bal oldal allandé, a jobb oldal pedig ugyanolyan irdnyban valtozik. Ha belatnank, hogy h maximumakor
egyenl@ség all fenn, akkor készen lennénk. Az 1. dbréit tanulmanyozva észrevehetjiik, hogy ha kp érinti k4 és kg kozos
érintGjét, akkor RQ =2-VAD -h; QZ =2-vVBC -h; RZ=2-VAD - BC, és RQ+ QZ = RZ. Azaz itt egyenlGség all
fenn. Vonzonak tinik belatni, hogy h erre az esetre maximalis. Ekkor mér az egyenl@ség feltétele is megvan: az ABC'D
derékszogi trapéz (ADC< = DCB< = 90°). Ezt nem tul elegans uton sikeriilt befejeznem. Talalhattam volna szebb
modot is, de az elkdvetkezSkben felhasznalt részeredményeim mér hamarabb elkésziiltek, igy ez tiint a leggyorsabb
utnak.

Legyen koordinatarendszeriink kozéppontja az A pont, A(0;0); legyen AD = s, BC = z és feltehets, hogy BC =
AD. Mivel BP — AP = BC — AD = konstans, ezért h valtoztatasaval P egy fél hiperbola d4gon mozoghat (2. abra).
Ezen latszik, hogy ha x csokken, az y né (ez az egyenessé torzult hiperbolanal (AD = BC) is elfogadhato). Belatjuk,
hogy h novelésével = csokken (vagy allandé marad, az egyenes esetén ), azaz y né. Igy egyre feljebb keriil kp azon S
pontja, amelyre SP | AB és S a P folott van. Ez a pont tehat egyre feljebb keriil, de az érinténél levé helyzetnél nem
mehet tovabb. Igy valoban az érinténél lesz h maximalis.
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Al(0,0) / : B{s+z;0

2. abra

Ugyanakkor a P(z;y) pontra AP = s + h azaz
(1) 22 +y* = (s + h)?; BP = 2z + h, azaz
(2) (s+2-2)° +y* = (2 + h)%
ezek kiilonbségébdl
(54 2)+(s—2)(s+2+2h)
B 2(s+ 2)

Ez egy els6foku fiiggvénye h-nak, és az egyiitthatdja

il < 0; azaz h novelésével y is né. Vagyis allitasunkat
2(s+z)
belattuk.
(Benczir Péter)

5. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-hez taldlhato n darab szomszédos pozitiv egész szam gy, hogy egyikik
sem egyenld eqy primszdm pozitiv egész kitevdji hatvdanydval.



Egy egész szam pontosan akkor nem primhatvany, ha van két relativ prim valédi osztdja. Keressiik az n darab
szamot

(1) {24 M,3+M,...,(n+1)+ M}

alakban.
Ha i|M, 2<i<n+1 esetén és M =i -m;, akkor

i+ M= (1+m;).
Innen latszik, hogy ha még i|m; is teljesiil, akkor

(i,14+m;) =1,
és igy minden 1-nél nagyobb i-re i+ M elGall két 1-nél nagyobb relativ prim szam szorzataként, tehat nem primhatvany.
Ha tehéat i2|M, i=2,3,...,n+ 1, akkor az (1) alatti szamok egyike sem primhatvany; a talalt feltétel pedig
biztosan teljesiil az M = [(n + 1)!]? valasztassal. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

(Pataki Jinos)

6. A421,2,...,2n—1,2n szdmok egy x1, T2, . . ., Ton—1, T2, permutdcidjat nevezzik jonak, ha van olyani € {1,2,...,2n—
1}, amelyre |z; — x;41| = n.

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-re az 1,2,...,2n — 1,2n szamok dsszes permutdcidjdnak tobb mint a
fele jo.

A megoldashol talan lathatd, miért ez a feladat tetszik legjobban az Osszes koziil, hiszen elkeriili a leszamolast
vagy a becslést. Eleinte én is becsiilgetds, vagy indukciés megoldast akartam adni, azonban mikor ez nem sikeriilt, és
a masik két feladat eléggé felbosszantott, ugy dontéttem, hogy ezt hamar megoldom, ami sikeriilt is. Eleinte magam
sem akartam elhinni, hisz mégis a hatodik — a zstri altal a legnehezebbnek tartott — feladatrol van szo, de sokszori
atgondolas utan sem talaltam hibat, igy kényszerten elhittem, hogy elegdns megoldast leltem.

Megadok egy kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést, mely a nem jo permutacidkat leképezi a jok egy részhalmazara.

Minden 1 £ 4 £ 2n egész szamra az i parjanak nevezem azt a k egész szamot, melyre 1 < k < 2n és |i — k| = n.
Igy az 1,2, ...,2n szamokat parokba soroltam.

Tekintem a nem jé x1, 2,23, .., T2, permutaciot. Legyen az xy, parja xi.

Ekkor e rossz permutécié megfelelGje az

L1, X2y -y Thy L2My -« oy T2n—1
jo permutacio lesz, hisz |z — 22,| = n. A nem j6 permutaciok megfelelsi azon j6 permutaciok lesznek, melyekre
e {l,2,...,2n—1}, hogy |z; —zit1|=n

és ezen i-re, i # 2n — 1, tehat egyetlen szomszédos par nincs a permutécié végén. Az igy kapott jo permuticiok
mindegyikébdl rekonstrudlhaté az eredeti nem jo, tehat a megfeleltetés valoban kolestndsen egyértelmi.

Ez azt jelenti, hogy a nem j6 permutaciok szdma azonos az elébbi tipusi, j6, permutaciok szaméaval.

Ezen permutaciok pedig kevesebben vannak, mint a jok, hisz az 1,n + 1 végl j6é permutacidk nem tartoznak a
rosszak képeihez.

(Fleiner Tamds)



