1. Uzenetek nagyon tdvolra

Valahol a vilagirben egy tirhajé szaguld a Mars felé. Kapcsolatban van a foldi irdnyitokdzponttal, ahol a nagy
teljesitmény szamitogépek hatalmas munkat végeznek, feldolgozzak a mérési eredményeket, palyakorrekciokat szé-
molnak és igy tovabb. A kommunikacié viszont nagyon draga dolog, az tizeneteket kodolni kell, mindez idébe telik, sok
energiat fogyaszt. Egyaltalan nem mindegy, hosszt vagy rovid lizeneteket valtanak-e a felek. Nagyon fontos kérdés,
hogy miképpen lehet gazdasagosan kommunikalni; errdl lesz sz6 az alabbiakban.

Nézziink el6szor egy nagyon egyszerd alapfeladatot ebbdl a témakorbsl. Az tirhajo fedélzeti szamitogépének alap-
programjat idérél idére ellendrizni kell a Foldon, hiszen a kozmikus sugarzas kart tehet benne. Maga a program
lényegében egy hosszt, nullakbol és egyesekbdl allo6 sorozat; elvben semmi akadalya, hogy ezt a 0-1 sorozatot suga-
rozzék vissza a Fdldre, ahol aztan egybevethet az ott biztonsagosan tarolt példannyal. A gond csak az, hogy ez a
sorozat rettenetesen hosszt — mondjuk 102° bitbsl all — a teljes sorozat visszakiildése tehat gyakorlatilag lehetetlen.

Az els6 gondolatunk az lehet, hogy annak a természetes szamnak a felhasznélasaval probaljuk tomoriteni az in-
formaciot, amelynek ez a 0-1 sorozat a kettes szamrendszerbeli alakja — példaul ugy, hogy primtényezGkre bontjuk
és csak az ligyesen kodolt primfelbontast sugarozzuk vissza. Meg lehet azonban gondolni, hogy ezzel 1ényegében nem
nyerhetiink, 102° bitnél olcsébban nem oldhaté meg a teljes informacio visszakiildése. Hogy ne legyen az iizenet ilyen
hosszt, valamiben engedni kell. Legyen ez a biztonsag. Tegyiik fel, hogy csak 99%-o0s biztonsaggal szeretnénk tudni,
nem sériilt-e meg a program. Ezt persze nem gy érdemes csinalni, hogy a sorozat egy véletlenszertien valasztott jegyét
— vagy jegyeit — kiildjiik vissza ellendérzésre, hisz ekkor jegyenként 1/10%° a valoszintisége, hogy hibas jegyre akadunk.

Jelolje az tirhajo programjanak megfelels szamot X, a Foldon tarolt szam pedig — aminek tehét a valodi program
a kettes szamrendszerbeli alakja — legyen Y. A moédszer legyen a kovetkezs.

A Fo6ldon valasztanak egy korlatot, legyen ez IV, majd késGbb eldontjiik, mekkora legyen — és ezutan véletlenszerten
kivalasztanak egy p primszamot 2 és N kozott. Ezt elkiildik az trhajonak, ahol kiszamoljdk az X maradékat p-vel
osztva — legyen ez X — és ezt visszakiildik a Fdldre, ahol egybevetik az ott kiszamolt Y;-gyel. Ha a két maradék nem
egyenld, akkor a program biztosan rossz. Elképzelhet6 azonban, hogy a maradékok egyenl6k, és a program mégis rossz.
Ez ugy lehetséges, ha a véletlenszertien valasztott p primszam osztdéja az X —Y kiilonbségnek. Probaljuk megbecsiilni,
hogy mekkora lehet ennek a valoszintisége. Ha az N-nél nem nagyobb primek szdméat szokas szerint IT(N)-nel jeloljiik,
akkor a szoban forgd valoszintség éppen

(1) P e o |X — Y |primosztoinak a szama
nem vessziik észre a hibat H(N)

A kérdés ugy hangzik, hogy mekkorara valasszuk az N értékét ahhoz, hogy a fenti valészintség 0,01-nél kisebb
legyen.
A szamlaloban X és Y legfeljebb 1020 bitbsl allo szamok, igy

X — V| < 210%
Ha | X — Y| primtényezds felbontasa p{'p3? ... py*, akkor (1) szamlalojaban éppen ez a k, az | X — Y| primtényez6inek

a szama all. Ha most a felbontasban minden k; helyére kett6t, minden «; kitevd helyére pedig 1-et frunk, akkor egy —
elég durva — also6 becslést kapunk |X — Y|-ra, ahonnan

20
oF < 107",

tehat az | X — Y| kiilonbségnek legfeljebb 10%° primosztoja lehet — ami persze még mindig elég nagy.
A hiba valosziniiségére innen a

1020
II(N)
1
fels6 becslést kapjuk. Ahhoz, hogy ez kisebb legyenm—nél,
(2) 10?2 < I1(N)

sziikséges, tehat az, hogy 1 és N kozott legalabb 1072 primszam forduljon els. Egy igen mély szamelméleti eredmeény,
az ugynevezett primszdmtétel szerint az N nagy értékeire IT(N) ,koriilbeliil” N/log, N. Innen az adodik, hogy (2)
teljesiil, ha N koriilbeliil 24 jegyl szam, ami kettes szamrendszerben koriilbeliil 80 jegy. Ez azt jelenti, hogy 80 bit
informaécié visszakiildésével 99%-os biztonsaggal eldonthets, nem sériilt-e meg az tirhajoé programja, ez pedig oriasi
nyereség a teljes 10%° bithez képest. Az is lathato, hogy a biztonsag novelése — 99,99% peéldaul — a kitevét noveli
(2)-ben — most példaul 2-vel — ez pedig a primszamtételbsl kovetkezGen csak néhany bitnyi hossznévekedést jelent.

2. Uzenetek nagyon kizelre

Az {rhajo kommunikécios feladata az egyik f6 forrasa ezeknek a kérdéseknek. Egy masik ilyen forras a nagyméreti
integralt aramkorok vizsgalata.



Ma mar ott tart a technolégia, hogy egy-egy chipen irdatlan mennyiségi aramkori elemet tudnak elhelyezni. Ezek
kozott adott tipusd huzalozést kell épiteni. Kideriilt, hogy az aramkér méretének a csokkentése soran — a miikodés
sebességének noveléséhez erre sziikség van, hisz elvi korlat az aram terjedésének a sebessége — ezeknek a huzalozasoknak
a tervezése az egyik legnagyobb probléma. Az dram nyomén ugyanis hé fejlédik, és igy kis térfogatra nem lehet tul
hosszt huzalrendszert bezsifolni.

Nézziik a kovetkezs, a korabbira némileg emlékeztetd feladatot. Olyan aramkort kell tervezniink, amely két n-
hosszisaga bitsorozatrol eldonti, egyenlSk-e, vagy sem — tehat a foldi ellenérzés feladatat valositja meg.

Az aramkori egységekrol feltessziik, hogy rendkiviil egyszeri ,,szerkentytik”, egy-vagy két bejové bitet tudnak ke-
zelni, ezekbdl kiszamolnak valamit, és tovabbkiildik egy kovetkezd processzornak.

Az 1. abran lathato egyszerd berendezés példaul a kovetkezSképpen oldja meg a feladatot. Kezdetben minden
processzor ,,alszik”; kivéve p,,1-et.
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Az els6 taktusra a p,41 processzor — az abran pg — leolvassa az y; bitet, elkiildi balra és egyidejiileg jobbra kiild
egy ,,ébresztd” szignalt. A kdvetkezs 1épésben a felébresztett p,yo leolvassa yo-t, balra kiildi p,1-nek és felébreszti
Pns-at. Altalaban a processzorok a jobbrol érkezs jeleket a kovetkezs taktusban balra kiildik tovabb, ezen kiviil balrol
érkez6 szignal hatasara a masodik n darab processzor mindegyike a kovetkez6 1épésben a bejovs bitet balra kiildi, és
jobbra kiild egy szignélt. Ennél bonyolultabb miikddést nincs okunk feltételezni a processzorainkrél. Ennek hatasara
a beérkezs y jelek ,egyes térkozzel” masiroznak balra. Amikor a p; megkapja yi-et, leolvassa x1-et és Gsszehasonlitja
Gket; jobbra kiild egy 1-est, ha ezek egyenl6k és 0-a4t, ha nem. Ez a b; jel épp akkor érkezik ps-be, amikor az jobbroél
megkapja yo-t. Ez a processzor kiszadmolja az zo = yo 6sszehasonlitas by eredményét és jobbra kiildi a b; - by szorzatot.
Ez akkor és csak akkor lesz 1, ha x1 = y; és 2 = yo. Nyilvanvalo, hogy a p,, processzor tudja majd a teljes valaszt: ott
ismerjiik meg a b1bs ... b, szorzat értékét, ami pontosan akkor 1, ha a két sorozat bitrdl bitre azonos. A dolog tényleg
igen egyszert, egyetlen hatuliit§je, hogy kicsit lassd. Elég sokaig vandorolgatnak a jelek, lathato, hogy éppen

T =2n
taktusra van sziikség. Ekozben a huzalok 6sszhossza nyilvan
A=2n-1.

A 2. 4bran lathato elrendezés a feladatot joval gyorsabban, viszont lényegesen hosszabb huzalrendszer felhasznalasaval
oldja meg.
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Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az n kettShatvany — a gyakorlatban tgyis ez a helyzet. Ekkor a 2. dbra els6
atlojaban levs 2% processzor mindegyike osszehasonlitja a megfelels x;-t és y;-t — egyetlen taktusban szimultan — majd
az atloként felez6d6 szamt processzorok ezeket a részeredményeket dolgozzak fel, és végiil a (k 4+ 1)-edik taktusban a
bal als6 processzor a teljes valaszt ismeri.

A feldolgozashoz sziikséges id6 igy T = 1 + logyn = logy 2n-re rovidiilt, ennek viszont az lett az ara, hogy
a huzalrendszer 6sszhossza megnétt. Konnyd szamolasi gyakorlat, hogy a teriilet — igy hivjak a drétok hosszanak
Osszegét — most koriilbeliil A = 2n?. Felvetsdik a kérdés, készithetd-e jobb aramkor ennek a feladatnak a megoldasara.

*

Feladat. Tervezziink olyan aramkort a fenti feladat megoldéasara, ahol az id6 koriilbeliil log, n (itt valami konstans
szorz6 megengedett), a teriilet pedig koriilbeliil n? log, n.

Ami szamunkra érdekes és altaldban igaz, az egy bizonyos ,,0sztozkodasi” tétel, ami azt mondja ki, hogy az adott
feladat megoldéasara tervezett aramkordknél ez a két mennyiség csak egymaés rovasara novelhet6.

Tétel. Ha egy A teriiletd aramkor 7' id6 alatt donti el két n-hosszisaga 0-1 sorozat egyenlSségét, akkor
AT > n?.

Bizonyitas. Képzeljiink el egy dramkort, és vagjuk fliggblegesen két részre a chipet: az egyik rész tartalmazza az
x;, a masik pedig az y; jeleket fogadd processzrokat. Mivel a két n hossziisagt sorozatot valahogy ,.0ssze kell hozni”, a
dontés meghozatalaig ezen a vagason legalabb n bitnek at kell jutnia. Erre 6sszesen T' taktusnyi idé all rendelkezésre,

van tehat olyan 1épés, amikor egyszerre — bit jut &4t a vagason, amihez persze legaldbb — darab drétra van sziikség.
n

n
Ez persze csak annyit ad, hogy AT = n. De most menjiink tovabb. Vagjuk most el a chipet az els6 vagastol 1-gyel
balra. Ekkor z; és y; persze egy oldalra keriilhetnek, de az igy szétvagott chipben a két rész egyike sem tud semmit a

,masik fél” (n — 1) hosszusagu sorozatarol (zaxs . ..xy), ill. (y2ys...yn), igy az elézbek szerint ezt a vagast legalabb
n—1

darab drétnak kell kereszteznie ahhoz, hogy T taktus utdn megsziilethessen a dontés. Ugyanez persze arra a

vagésra is igaz, amit az els6tdl 1-gyel jobbra hizunk. Ha most egyesével tekintjiik jobbra és balra a vagéasokat, akkor
a drotok Osszhosszara — és itt csak a fligg6legesen atvagott drotokat szamoltuk — a kovetkezs alsd becslés adodik:
n—1 n—2

2
n n
Az =42 2 ce.= =

_T+ T + T + T’

és éppen ezt akartuk bizonyitani.

A megadott két aramkor tehat ebben az értelemben optimalis: AT értéke mindkét esetben ¢ - n?. Valamilyen
értelemben a két szélsGséget jelentik: legalabb 2n drétra mar a 2n darab bemend jel miatt is sziikség van, masfelsl — és
ennek igazolasa egy picit nehezebb — még a legbonyolultabb huzalozédssal sem vihetd a dontéshez sziikséges id6 log, n
ala.

Jegyezziik még meg, hogy nyilvanvalonak vettiik, hogy a két rész kozott legaldbb n bit kommunikicidéjara van
sziikség. Itt kapcsolodik a kérdés az tirhajo probléméjahoz. Ott lattuk, hogy ha nem toreksziink teljes biztonsagra,
akkor mar lényegében log, n bit is elegends — ez a megoldas azonban az integralt aramkorok tervezése soran elesik,
mivel a koradbban leirt véletlen médszer alkalmazasa joval id6- és eszkozigényesebb, mint ami az integralt Aramkorok
tervezésekor megengedhetd.

3. A feladat dltaldnos megfogalmazdisa

Sokszor segit, ha az adott probléméat megprobaljuk viszonylag dltalanos médon megfogalmazni. A fenti feladatok két
szereplGje — az tirhajo és a Fold, illetve a chipnek az x és y sorozatokat ,,ismers” részei — kiilon-kiilon bizonyos, a mésik
fel altal nem ismert informécié birtokdban ,,szeretnének” valami egyiittes dontést hozni. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil foltehets, hogy a két fél — legyenek 6k A és B — egy-egy n hosszusagu 0-1 sorozatot ismer — legyenek ezek X és
Y - és ebbdl valamilyen C'(X,Y)-nal jelolt mennyiséget szeretnének kiszamitani. Egy jatéknak is tekinthets a dolog
a két fél, A és B kozott. Ilyen példaul a bridzs, amikor a két partner ismeri a sajat lapjat és a licit soran az adott
szabalyok szerint kommunikalva el szeretnék donteni, hogy kettejiik lapjaban benne van-e példaul a nagy szlemm. (A

Az is feltehetd, hogy ez a C(X,Y) egyetlen bit — az tirhajo feladataban példaul 1, ha X =Y és 0 egyébként. Ezt
az esetet jellemezhetjiik egy tablazattal. A tablazat sorai az A, oszlopai pedig a B lehetséges 0-1 sorozatainak felelnek
meg — esetiinkben tehat 2" darab sora és ugyanennyi oszlopa van a tablazatnak — az i-edik sor j-edik mezgjében
pedig az a C(X,,Y;) érték all, amelyet a két félnek valamilyen par beszéd soran meg kell hataroznia, ha az A az X,
a B pedig az Y; sorozatot ismeri. A teljes tablazatot — matrixot — persze mindketten ismerik, csak azt nem tudjak a
beszélgetés kezdetén, hogy a maésik fél szaméara melyik sor, illetve oszlop van megadva.

Az drhajofeladat matrixa igen egyszeri szerkezet: az atloban 1-esek allnak, masutt pedig 0, hiszen foltehets, hogy
a jaték kezdete el6tt A és B megéllapodnak abban, hogy ugyanabban a sorrendben soroljak {6l a sorozataikat. Lathato,
hogy n bit elegendd a feladat megoldasdhoz — példaul agy, hogy A elkiildi a sordnak a szamat — ez B-nek elegendd,
hisz magat a matrixot mindketten ismerik.



Aunnak bizonyitésara, hogy ennél kevesebb bit nem elegends C(X, Y) kiszamitasahoz, ,,foldonkiviili” segédeszkozhoz
folyamodunk. Az tirhajonal maradva tegyiik fel, hogy egy szuperlény, egy ET is belehallgat a beszélgetésbe, atlatja a
helyzetet és szeretne segiteni a résztvevéknek a beszélgetés leroviditésében. Nos, ha a két program nem azonos, akkor
ET-nek konnytd dolga van. Ranéz a foldi programra, ranéz a rakéta programjara és rogvest feltiinik neki, hogy a 97. bit
nem azonos a két programban. Kozli az trhajoval, hogy kiildjék el ezt a bitet a f6ldi kdzpontnak, hogy a két érintett
fél is pillanatok alatt meggy&zSdhessen a hibardl. Ehhez lényegében a hibas bit sorszamat kell kdzolnie az trhajoval,
tehat a teljes n hosszisagn bitsorozat helyett egy legfeljebb n-jegyl szam nevét, ami koriilbeliil log, n bit. Példaul ha
n = 10%°, akkor ez kb. 60 — 70 bit. A hibas bit sorszama alapjan aztan az Grhajo és a foldi kozpont mar ennek az
egyetlen tovabbi bitnek az elkiildésével meggy&z6dhet arrol, hogy a program valéban megsériilt.

Mi a helyzet azonban akkor, ha a két program egyenls. Tud-e az ET most is segiteni? Ha hisznek neki, akkor persze
tud. A dolog azonban nemcsak bizalom kérdése. Mindkét félnek bizonyitékra van sziiksége, ugyanugy, mint az el6bb.
Azt allitom, hogy ilyenkor még az ET természetfolotti adottsagai sem elegenddk e mindkét fél szamara meggyszs
kommunikaci6 leroviditéséhez.

Vizsgaljuk a kérdést tetszdleges C' matrixra. Az ET segitsége azt jelenti, hogy a két jatékos, A és B barmely
X sordhoz és Y oszlopdhoz van az ET-nek olyan Z {izenete, amelyik az X sor és az Y oszlop metszéspontjaban
allo C(X,Y) bit bizonyitéka mind az A, mind pedig a B szaméara. ET természetesen a méatrix mindegyik 1-esére
bizonyitékkal tud szolgélni a feleknek. Egy adott Z iizenetére vannak a tablazatnak olyan sorai, illetve oszlopai, hogy
A és B ezek barmelyike esetén a metszéspontban allo 1-es bizonyitékanak fogadja el a Z iizenetet. Ekkor persze ezen
sorok és oszlopok valamennyi metszéspontjdban — a matrix dn. részmétrixdban — egyesek allnak. Ha ugyanis az A
valamelyik, a Z-hez tartoz6 X sorat a B egyik Z-hez tartoz6 oszlopa 0-ban, a masik pedig 1-ben metszené, akkor
amennyiben az A-nak ez az X a sora, akkor szamara az ET {izenete nem bizonyiték.

Ha most az ET minden olyan X-re és Y-ra, amelyre C(X,Y) = 1, legfeljebb ¢ bit hossztusagu bizonyitékkal tud
szolgalni a felek szamara, akkor az 6 2' darab lehetséges iizenete alapjan a fentiek szerint kijelslhets a C' méatrixnak
legfeljebb 2! darab olyan részmatrixa, amelyek minden eleme 1-es, és ezek a matrix minden 1-esét tartalmazzak.

Ha most az tirhajofeladat matrixat tekintjiik, akkor nyilvanvalo, hogy ebben a 2™ x 2™-es matrixban, ahol a f6atloban
1-esek, mashol pedig 0-ak allnak, az 1-esek nem fedhetSk le 2"-nél kevesebb , csupaegy” téglalappal, ET sem képes
tehat n bitnél rovidebb bizonyitékkal szolgalni egyenlGség esetén a feleknek. Az pedig nyilvanvald, hogy ekkor ennél
rovidebben sajat er6bsl sem boldogulhatnak, hiszen ha ez lehetséges volna, akkor az ET ezt a beszélgetést kozolhetné
A-val és B-vel, akiknek a tablazat ismeretében a sajat parbeszédiikként elismerve ezt mar az egyenlGség bizonyitékaként
kellene elfogadniuk.

4. Egy folsd korlat

ET eddig is jo szolgalatot tett, a tovabbiakban se valjunk el t6le. Lattuk, hogy az ,,egyenléség-probléma” megvalaszo-
lasakor egyenl6tlenség esetén komoly segitséget nydjthat: n hossztisdgt bitsorozatokra log, n hossztisdgt bizonyitékkal
szolgalhat a felek szaméara akkor, ha a két sorozat nem egyenld.

Nézziik a dolgot &ltalaban. Legyen megint a két jatékos A és B, és jatsszanak a 0-akbol és 1-esekbdl allo C
matrixon. A megkapja a métrix egy sorat, B a matrix egy oszlopat és el kell donteniiik, mi all a metszéspontban.
Harom mennyiséget vezetiink be.

Legyen 5(C) a minimalis hossztsagu bitsorozat, amellyel a felek barmely sor és oszlop esetén eldonthetik, hogy
mi all a metszéspontban. (Az trhajofeladatban, mint lattuk, »(C) = n, a trivialis megoldasnél jobb nincs — még ET
szamara sern.)

Jelolje 5¢(C) az ET altal adhato bizonyiték minimalis hosszat akkor, ha a valasz 0 és hasonléan értelmezziik 1
valasz esetén a s (C) mennyiséget.

Az trhajofeladatban s (C') = n volt. A kiilonb6z6 kommunikacios feladatokban ez a két szam nagyon eltérs lehet.
Nyilvanvalo, hogy max (s, 71) also korlat »-ra is.

Egy meglep6 tétel szerint viszont (s +2)(3e1 + 2) felss korlat, azaz ha ET igy vagy tgy be tudja nekik bizonyitani a
valaszt, akkor 6k egymaés kozott is elboldogulnak 1ényegében e két mennyiség szorzataval. Ezt a tételt nem bizonyitjuk.

5. Jdték egy fan

Az alabbi példaban a jaték specilis szerkezetd halmazon folyik: egy n pontu grafon, mégpedig egy fan, tehat egy
olyan grafon, amelyik Osszefliggé és nem tartalmaz kort. Mindkét jatékos ismeri a fat. Mindketten kapnak egy-egy
részfat a grafbol, A az Fa-t, B pedig az Fp-t. A masik részfajat egyikiik sem ismeri. Az a feladatuk, hogy eldontsék,
van-e a két részfanak kozos pontja.

Nézziik el6szor azt a valtozatot, amikor ET is résztvesz a jatékban. Ha a két részfanak van kozos pontja, akkor
nincs mas dolga, mint ennek a pontnak a nevét kozolni A-val és B-vel, akik ellendrizhetik, hogy a pont benne van a
részfajukban. A graf pontjainak szama n, igy egy pont megnevezéséhez log, n bit sziikséges. (Valojaban [log, n] + 1,
de a tovabbiakban az egészrész jelét elhagyjuk.) Igy 2 < log, n.

Akkor is kénnyen boldogul ET, ha a két részfa nem metszi egymést. Ekkor ugyanis van olyan él — hacsak nem iires
a két részfa valamelyike, — amelyiket elhagyva az F' fa két Osszefliggd részre — komponensre — esik szét, melyek egyike
az Fy-t, a masikuk pedig az Fp-t tartalmazza. Ha ET ezt az élt kozli a felekkel, mégpedig iranyitassal, példaul ugy,
hogy az elhagyott él az A részfaja felé mutasson, akkor ennek alapjan A és B ellendrizhetik, hogy részfaik kiilonbozé



komponensekben vannak, és igy ET kozleménye szdmukra a fa ismeretében bizonyiték. Ekkor ET-nek Gsszesen 2n
kozleménye lehetséges: a fa (n — 1) darab megfelelen iranyitott éléhez 2(n — 1) és még ketts arra az esetre, ha Fa
vagy Fp iires. Ez megfelel6 kodolassal log, 2n bitet jelent, azaz

s < log, 2n.

Mit tegyenek a jatékosok az ET segitsége nélkiil? Nos, legrosszabb esetben egyikiik pl. A — elmondhatja B-nek,
hogy melyik az 6 részfaja (az tGrhajofeladatban ennek felel meg a teljes program visszakiildése). Az a helyzet, hogy egy
n pontu fanak altaldban nagyon sok — n-ben exponencialisan sok — részfaja van. Ezzel kapcsolatos az alabbi feladat.

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontt faban nincsen masodfoki pont, akkor a fanak legalabb 2/2 darab
részfaja van.
*

Ennek a ténynek az a kovetkezménye, hogy az ilyen fék esetén az a trivialis eljaras, hogy A valamilyen kédolassal
n
megmondja B-nek az F4 részfajat, a legrosszabb esetben legalabb 5 bitet igényel. n bit persze minden fa esetében

elegendd, hiszen ez 2" darab kdzleményt tesz lehet6ve, tehat példaul igy a graf szogpontjainak valamennyi részhalmaza
felsorolhato, vagyis az Osszes részfa is. Van olyan F' fa, ahol a trivialis eljaras soran erre sziikség is van, mert itt a
csticsok majdnem minden részhalmaza részfat jelol ki. Ilyen az tn. csillag (3. abra), amelynek 2" ! + n darab részfija
van.

Most azonban a trivialis eljarasnal joval hatékonyabb modszer is megadhato. Vélasszon az A egy X pontot az &
Fy részfajabol és kiildje ezt el B-nek. Ha X € Fp, akkor B ezt latja és egyetlen tovabbi bitben megiizeni A-nak. Ha
nem, akkor mivel az F' graf osszefliggs, X-b6l az Fp barmely pontjiba vezet at — és csak egy, mert az F' fa. Minden
ilyen uton tekintsiik a legelsé Fp-beli pontot. Azt allitjuk, hogy ez a pont egyértelmi: Valoban, ha Y7 és Y, két ilyen
,belépési pont”, akkor mivel Fig fa, Y1 és Yo kozott az Fp-ben is vezet ut (4. abra) és igy F-ben van kor, ami nem
lehet.

3. dbra
Y
\\:'?' x
Y;
4. dbra

Kiildje tehat vissza B ezt az X-bsl az 6 részfajaba vezets uton egyértelmtien meghatarozott Y ,,belépési pontot”
A-nak. Ha Y € Fjy, akkor megint készen vagyunk, A tudja a valaszt. De A akkor is tudja a valaszt, ha Y ¢ Fju.
Ekkor ugyanis a két részfanak nem lehet k6z0s pontja. Ha ugyanis volna ilyen Z kozos pont (5. abra), akkor ez az Y
megvalasztasa miatt nem lehet rajta az X és Y kozott haladd F-beli iton — Y volt a belépési pont — masfelsl Fy és
Fp is Osszefliggok, igy létezik Fa-beli X Z és Fp-beli ZY ut, vagyis az F' grafban van kor. Ez pedig ellentmondas.

Y F
. /
- Y
A SR
.
N/
S
Z
5. dbra

Az Y visszakiildése utan tehat az A mar tudja a valaszt, amit egyetlen tovabbi bittel megiizenhet a B-nek.
Az iizenetvaltas sordn a jatékosok két pont nevét kozolték egymassal. Ez n pont esetén az ismert médon 2 log, n
bittel megoldhato, igy ebben a feladatban » < 2log, n.



Azt allitom maésfelsl, hogy most
logyn < s

Ez nyilvanvalo, ha arra a specialis esetre gondolunk, amikor F4 és Fp egyetlen pontbol dllnak. Az ilyen grafok is
részfak, és a kérdés megvalaszolasa sordn az A-nak és B-nek azt kell eldontenie, hogy a két pont egyenl6-e vagy sem.
Ez pedig nem mas, mint az egyenlSségfeladat egy n-elemd halmaz esetén, és errdl belattuk, hogy log, n bitnél olcsd6bban
nem oldhaté meg.

A sera kapott korlatok most kozelithetSk. A fenti eljaras tigyesebb megszervezésével egy log, n-hez kozeli felsd
korlathoz juthatunk. Ehhez némi el6készité munkalatok sziikségesek. Arrol van szo, hogy a fa cstucsait nem akarhogyan
szamozzuk meg, hanem az adott graf szerkezetével 6sszhangban. Hogy ez pontosan mit jelent, azt az alabbi segédtétel
mondja el az 1,2,...,n szamokkal.

Segédtétel. Minden n pontd F fa cstiicsai megszdmozhatok ugy, hogy ha F-bél elhagyjuk az 1,2,...,k — 1 szdmu
2
csucsokat, — azaz ,felvagjuk” a fat — akkor a kapott kdrmentes graf — in. erdé — komponenseinek legfeljebb ?n csucsa
van.
A fenti szamozas szerinti vagasok tehat ,egyenletesen” vagjak szét a fat.
A bizonyitashoz megmutatjuk, hogy minden m ponta faban van olyan pont — hivjuk ezt a fa ,kézéppontjanak” —
amelyet elhagyva a fabol az legfeljebb ) pontbol allé komponensekre esik szét.

6. dbra

Tekintsiik ugyanis a faban azt a M pontot, amelyet elhagyva a kapott komponensek elemszaménak maximuma
m
minimaélis (6. abra). Ha C' egy ilyen maximalis elemt komponens, akkor azt allitjuk, hogy C-nek legfeljebb - pontja

van. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz és a C-ben t&bb, mint % pont van. Ekkor a tovabbi C7,C5, ... komponenseknek

egyiittvéve még az M ponttal egyiitt is %—nél kevesebb pontja van. Vegyiik most vissza a grafba az elhagyott M
pontot, és hagyjuk el az M-bsl a C-be vezets él masik, P végpontjat. Ekkor a C7, Co, ... komponensek az M-mel
egyiitt egyetlen, —-nél kevesebb pontu Cy komponenssé allnak 6ssze. A C komponensbdl a P elhagyasa utan egy, a

C-nél eggyel kevesebb pontu graf lesz, és igy akar Osszefiiggs marad, akir nem, az M helyett a P-t elhagyva csokken
a komponensek elemszamanak maximuma. Ez ellentmond az M kivalasztasanak, tehat a C-ben valoban nem lehet
m

E—Hél tobb pont.

Ezutan megadjuk a Segédtételben leirt szamozast. Kapja az F' egy kozéppontja az 1-es sorszamot. A 2-es sorszamu
pont az 1-es elhagyasa utan keletkezd legnagyobb komponens kézéppontja legyen, és igy tovabb, ha méar megvannak az
1,2,...,k — 1 sorszamu csucsok, akkor a k sorszamot a mar megszamozott pontok elhagyasaval keletkez6 legnagyobb
komponens kézéppontja kapja.

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ez a szdmozas megfelels.
*

Nézziik most meg, hogyan segithet A-nak és B-nek ez a szamozas. Az eljaras kezdetén az F' graffal egyiitt rogzitsenek
egy ilyen szamozast, majd kiilon-kiilon valasszék ki az Fa és az Fp részfajukat.

Az els6 lépésben A kivalasztja a részfajaba es6 legkisebb — mondjuk k& — sorszamu csicsot és ezt a k értéket elkiildi
B-nek. (Ha az F4 iires, akkor kiildjon 0-at: ekkor készen vannak.)

A k ismeretében a B tudja, hogy F4 nem tartalmazza a k-nal kisebb sorszamu pontokat. Ezeket tehat elhagyhatja
az F fabol, F4 benne lesz valamelyik komponensben. Mivel B az F4 egyik cstcsat is ismeri — ez a k sorszamu pont —
igy azt is tudja, hogy melyik ez a bizonyos Fy komponens. Fy-t természetesen az A is ismeri.

Ha most az Fp részfa nem metszi az Fy komponenst, akkor Fs4-nak és Fp-nek nincsen k6z0s csucsa, és ezt B
egyetlen tovabbi 0 bittel jelezheti A-nak.

Ha az Fp metszi Fy-t, akkor legyen F;, = Fp N Fy, az Fp-nek az Fy-ba es6 része. Fy is fa, és igy az eredeti
eljaras els6 lépése uténi helyzet allt els, csak a jaték fajanak a mérete csokkent és a B faja modosult: Fy és Fz most

2
a segédtétel szerint legfeljebb ?n csucsu Fy fa részfai, és ezt A és B mindketten tudjak. Ha B visszakiildi az el6z6

eljarasban megadott Y belépési pontot A-nak, akkor az ott leirtak szerint ebb6l A mar tudni fogja a valaszt.



A fenti szdmozas most mar lehetévé teszi, hogy B ne az Y eredeti, F-beli sorszamat kiildje vissza, hisz az ehhez
sziikséges log, n bit nem hasznositja azt a mindkét fél szamara rendelkezésre allo informéaciot, hogy Fa és Fp is a
»kicsi” Fp-ban vannak. Ha az Fy-beli pontok sorszamai k1 < ko < ... < ky,, és az Y pont ezek koziil nagysag szerint
az i-edik, akkor A-nak csak az i értékére van sziiksége ahhoz, hogy az eredeti szamozas alapjan megkeresse az Fy
komponensben az Y pontot. X-et és Y-t ismerve ezutdn mar az el6z6 eljarashoz hasonléan donteni is tud.

2
Vizsgaljuk meg az tizenetvaltas hosszat. Az A a k értékét log, k bitben kiildi el B-nek, aki 1 <i<m < ?n miatt

2
log, ?n =1+ logy n — log, k bitben kiildheti vissza az i értékét A-nak. Ez pedig 6sszesen minddssze 1 + log, n bit.

Egy elvi megjegyzést szeretnék még fiizni a fentiekhez. Az elhangzott példakban a felek a parbeszédek soran mindig
joelore megallapodtak az egyes {izenetek hosszaban, ami elég természetes kovetelmény. Ez ugyan olykor latszolag
gazdasagtalan megoldast jelent, hiszen ha példaul 100 jegyt szdmokat kell iizengetni, akkor a kicsi 1-est ugyantugy 100
jegyt sorozat kodolja, mint a nagy szamokat. A legutolsé példaban viszont, ahol A elsé iizenete a k értéke, a jatékosok
nem tudnak el6re megallapodni az iizenet hosszaban, hisz a k értékét nem ismerik. Ha n = 127, k = 3, akkor A nem
teheti meg, hogy csak az 11 bitsorozatot kiildi el B-nek és var. B ugyanis ekkor nem tudja, valoban vége van-e A
iizenetének. Egy hosszu csend itt nem megoldéas, hiszen az tulajdonképpen egy extra jel, A és B pedig csak a 0-t és az
1-est ismeri el jelként. Nem megoldéas az sem, hogy valamilyen ,,lizenet vége” specialis bitsorozatban allapodnak meg,
hisz el6re nem lathato hossztasagu tizenetnél nem lehet tudni, hogy az érkezd jelek nem a valodi tizenethez tartoznak-e.

A persze elkiildhetné az n értéke alapjan félreérthetetlen 000011 bitsorozatot, hisz n nagysagrendjét mindketten
ismerik, de ekkor log, k helyett log, n lesz az els§ iizenetének hossza. Ha viszont A egy — a mindkét fél altal ismert
és elbre rogzitett log, logs n hossztisdgi — sorozattal kezdi az {izenetét, amelyben kozli a k£ méretét, akkor B az els6
log, log, 1 jegybdl 4ll6 szambol mar tudja, hogy a kozlemény masodik, a k-t tartalmazo része milyen hosszi. A példaban

2
tehat az A lizenete a k = 3-ra 1011. A mésodik lépésben B mar nyugodtan hasznalhat log M méreti bitsorozatokat

minden kommentar nélkiil az i kodolasara, hiszen a parbeszédnek ebben a fazisdban mar mindketten ismerik a k
értékét. Ez annyit jelent, hogy a parbeszéd hossza log, log, n bittel ng, ami azonban a log, n taghoz képest kicsi.
Végiil azt kaptuk tehat, hogy a feladatra

2 < +1logy n + log, logs 1,
ami valoéban alig nagyobb, mint az als6 korlatként kapott log, n.

*

A kommunikécié bonyolultsdganak megismerésében még csak a kezdet kezdetén jarunk. Nagyon keveset tudunk
példaul arrol, hogy mi torténik 2-nél tobb résztvevs esetén. Azt sem értjiik igazan, hogy miért segit a véletlen hasznélata
az trhajos példaban, és miért nem segit méas, hasonlo feladatok esetén. A kommunikacio, hirkézlés korunk egyik f6
jelensége, és bizonyos, hogy még sok izgalmas matematikai probléméval fog szolgalni.



