D. Hilbert 1899-ben a gottingai Gauss— Weber emlékmi leleplezése alkalmabol megjelent ,Grundlagen der Geo-
metrie” c¢. hires innepi irataban mellesleg azokkal a szerkesztésekkel is foglalkozott, amelyek megoldasahoz a vonalzén
kiviil csak hosszatvivd, vagyis oly eszkoz kell, amely tetszés szerinti vonaldaraboknak egyik egyenesrél tetszés szerinti
més egyenesre vald atrakasat teszi 1ehet6vé, és megmutatta, hogy minden korzével és vonalzoval megszerkeszthetd
szabalyos soksz0g vonalzoval és hosszatvivivel is megszerkeszthets kell, hogy legyen.

A kovetkezdkben a szabalyos 6tszdg vonalzoval és hosszatvivovel vald szerkesztését mutatjuk meg.

Evégbdl el6szor néhany szerkesztési alapfeladatot kell vonalzéval és hosszatvivével megoldanunk. E feladatok a
kovetkezdk:

1. feladat. Huzzunk adott ponton dt adott egyenessel pirhuzamos egyenest.

/
B C

1. dbra

A

Megoldas: Kossiik ossze az adott P pontot az adott a egyenes tetszés szerinti A pontjaval (1. abra) és mérjiik ra
az adott egyenesre az egymassal egyenlé AB és BC' tavolsagot. Vegyiink fel AP meghosszabbitédsan egy D pontot és
kossiik 0ssze B-vel és C-vel. Ha a C'P egyenes BD-t E-ben és az AE egyenes CD-t F-ben metszi, akkor PF lesz a
keresett egyenes.

Valéban, ha a BD, CD és AE egyenesek a P ponton at a-val parhuzamosan rajzolt egyenest a G, F és I/ pontban
metszik, akkor

PG :GF = AB: BC

PG :GF =BC : AB = AB : BC,

amibél kivetkezik, hogy az F' és F' pontok egybeesnek, s igy a P-b6l a-val parhuzamosan hiizott egyenes tmegy AE
és C'D metszéspontjan.
2. feladat. Rajzoljunk adott egyenesre merdleges egyenest.

Megoldas: Mérjiik ra az adott egyenesre, annak egy tetszés szerinti A pontjatol mindkét irdnyban az egyméssal
egyenls AB és AC tavolsagot (2. dbra), azutan hatarozzuk meg az A ponton dtmend méasik két egyenesen, AB-nek
ugyanazon oldalan, a D és E pontokat ugy, hogy AD = AE = AB legyen. Akkor a BD és C'E egyenesek metszik
egymast egy F' pontban, a BE és C'D egyenesek pedig egy M pontban és az F'M egyenes merGleges AB-re.

! Kiirschdk Jozsef 1902-ben a Mathematische Annalen 55. kitetében megjelent dolgozatiban tovabbmenve azt is megmutatta, hogy
minden szerkesztési feladat, melyet vonalzoval és hosszatvivével megoldhatunk, akkor is elvégezhets, ha a hosszatvivst egy alapmérték-
kel helyettesitjiik, vagyis oly eszkdzzel, mely csak egy bizonyos, az eszkoz altal megszabott hosszisagnak (mondjuk a hosszegységnek) az
atrakasara alkalmas.



B A C

2. abra

Valoban, a BDC< és BEC'<t, mint a BC folé irt félkorben az atmérén nyugvo keriileti szog, derékszog. Ennélfogva
M a BCF haromszog magassagpontja, és igy F'M mer6leges BC-re.

E két feladat alapjan konnyen lehet adott egyenesre, ennek adott pontjaban merélegest emelni és adott egyenesre
kiviile fekvé ponton &t mer6legest szerkeszteni, s igy tavolségot is felezni.

Térjiink at ezek utdn a szabalyos 6tsz0g megszerkesztésére. E végbdl tekintsiik az egységnyi oldald szabélyos tiz
szOget (3. abra), melynek cstcsait a 0, 1, 2, ..., 9 szamokkal jeloljik. Az 51, 14, 42 atlok a tizszog egyik felét négy
haromszogre osztjak.

3. dbra

Az abran feltiintettiilk e haromszogek szogeinek 180° : 10 = 18°-ra mint szogegységre vonatkoz6é mérGszamait.
Ha a négy haromszoget tgy helyezziik egymasra, hogy ezen szogilik szarai egybeessenek, akkor a 145, 412 és 243
haromszogeknek a k6z0s szoggel szemben fekvd oldalai a 015 derékszogi haromszoget négy egyenls szara haromszogre
osztjak, melyeknek szarai egységnyi hossztusadguak. E haromszogek alapjat az dbran lathaté6 médon z;, xa, x3 és z4-
gyel jeloljik. Az x; és x4 alapd haromszoget az alaphoz tartozé magassaga olyan derékszogii haromszogekre osztja,
melyeknek atfogoja egységnyi hosszisagu, egyik szoge 18°, e sz0g mellett fekvd befogoja 1, és a vele szemben fekvd
befogbja x4 felével egyenls; az x4 alapd haromszog magassaga tehat x; felével egyenld, és viszont. Hasonlé médon
lathatjuk be, hogy az x3 alapt haromszog magassaga xo felével egyenls és viszont. Az abra alapjan tovabba

1 1
1: ilh =1 : (1'+ §$2)

2
] =2+ x9;

azaz

hasonlé modon:



1 1
1: =z =29 : 5(581 + x3),

2
T1T2 = X1 + T3;

1: lxl =3 l(:CQ + x4)
2 2 ’

T1X3 = T2 + T4;

1 1
T 1—|—§:c2 :$2:§(ZC1+CC3)

x% = x% + 123 — 222
=24 x4;
Ily modon a kovetkezd szorzotablat kapjuk:

X1 To I3 Ty
X 2—|—ZC2 X1 —|—ZC3 XTo + T4 I3
To | 1+ 3 24+ x4 € XTo — T4
T3 | To + x4 T 2—x4 | x1 — 23
T4 I3 T2 — T4 r1 — I3 2 — To

Az x5 és x4 alapt haromszogekbdl Gsszeallithato a 4. Abran lathato egyenld szaru haromszog, amelybsl
1+z4 =29

és igy

$2—$4:1.

A szorzétablabol pedig
ToXy = T — T4 = 1.

Igy a masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozotti ismert Osszefiigges szerint x5 és —x4 az
2 —2—-1=0
egyenlet gyokei:
1 1
X9 = 5 + 5\/14-—4,
ri= g+ VITA

A szorzotabla szerint tovabbé:

x%—x%:xg—m:l,

1 =/1+ 23

Adott korbe irt szabalyos 0tszog szerkesztése ennélfogva a kovetkezd:

és igy



5. dbra

Legyen O az adott kor kozéppontja és Ay a kor keriiletének egy pontja (5. abra). Az Ay pontban merglegest
allitunk OAg-ra és ramérjiik a hosszegységnek valasztott OAg korsugar felét. Az igy kapott pontot O-val Gsszek6td
egyenesdarabbol levagjuk a hosszegység felét; ezzel megkaptuk x4-et, amelyet ramériink az O Ag egyenesre O-t0l Ay felé.
A hosszegységbdl és annak felébdl szerkesztett derékszogi haromszog atfogdjat a hosszegység felével meghosszabbitva
megkapjuk xs-t, melyet ramériink az O pontban OAg-ra emelt mer6legesre. Az igy kapott pontot Agp-val Osszekdts

1
egyenesdarab x1-gyel egyenls. Ha ennek felét az O-tol —x4 tavolsdgban OAp-ra merdlegesen hizott egyenesre OAp-
t0l szamitva mindkét iranyban ravissziik, akkor a keresett Otszog A; és Ay csucsat kapjuk, hiszen az OA; Ay sz6g

1
koszinusza —x1, tehat a 3. dbra szerint OA; A4t = 18°. Az 6tszog hatralevs két csicsa, As és Az az Ay pontnak az

OA; és OA4 egyenesekre vonatkozo tiikkorképe, amelyet meg tudunk szerkeszteni.
Szerkesztésiink annak a felismerésén alapul, hogy adott korbe irt szabalyos csillagttszog oldala ugyanazon korbe irt
szabélyos tizszog oldalabdl és a kor sugarabol mint befogokbol szerkesztett derékszogi haromszog atfogdjaval egyenld.



