Az alabbi probléma felvetéséhez az 1988. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Verseny 3. feladata, ill. az arra adott
megoldéasom vezetett.

Legyen e és f két, eqymdst O-ban metszd egyenes a sikon, és egy-egy (O-tol kilonbozd) pontjuk A és B. Jeldljik meg
e minden olyan pontjdt, amelynek O-tdl vald tdvolsiga az OA tdvolsdg egész szamai tobbszordse, és hasonloan jeldljik
ki az f egyenes megfeleld tulajdonsdigi pontjait az OB szakasz szerint. Az e egyenes minden megjeldlt pontjdan keresztil
parhuzamost hizunk f-fel, f megjelolt pontjain keresztil pedig e-vel (1. dbra). Az igy kapott egyeneseket (beleértve
e-t és f-et is) rdcsegyeneseknek, a rdcsegyenesek metszéspontjdat pedig rdacspontoknak nevezzik. A rdcsegyenesek és
racspontok rendszerét roviden paralelogrammardcsnak hivjuk.

1. dbra

A tovabbiakban a racsok néhany alapvetd tulajdonsaga koziil az alabbiakra lesz sziikség:

(1) Bdrmely rdcs dnmagdba megy dt minden olyan eltolds sordn, amelyet rdcspontol rdacspontba mutatd vektor
hatdroz meg.

(2) Ha A, B, C, D, E, F rdicspontok, és az ABC, DEF hdromszigek tresek (azaz sem a belsejikben, sem a
hatdrukon nincs tovdabbi racspont), akkor ABC és DEF teriilete egyenld.

(Az els6 allitas igen egyszertien belathato; a masodik allitas bizonyitasa-megtalalhato pl. Hajos Gy., Neukomm
Gy., Surdnyi J.: Matematikai versenytételek II. kotetében, az 1942/2 feladat II-IV. megoldaséban.)

A megoldani kivant feladathoz két elnevezést vezetiink be. Tegyiik fel, hogy van egy paralelogrammaracsunk. Az
A, B, C racspontokat nevezziik dsszefiigginek, ha egy egyenesen helyezkednek el, és ott egymast kdvets racspontok
(azaz semelyik kett6 kozott nincs tovabbi racspont). Az M ponthalmazt témornek fogjuk hivni, ha minden pontja
racspont, és a konvex burkahoz tartozé valamennyi racspont M-beli.

Ha M tomor halmaz és ,elég sok” pontja van, akkor ugy érezziik, hogy ezek kozott Osszefliggd pontharmasnak is
lennie kell. Ennél lényegesen tobb is igaz:

(3) Ha M tomér halmaz, és pontjainak szama n, akkor létezik legaldbb n — 4 darab M-beli dsszefiiggd ponthdrmas.

Konnyen lathato, hogy (3)-nal erésebb altalanos becslés nem adhato az osszefiiggs harmasokra. Tetszoleges n (4-nél
nagyobb) természetes szamra ugyanis legyenek Ay, As, ..., A,_o egy 7 racsegyenes egymads utan kovetkezs racspontjai,
és legyen A, 1 és A, az r-rel parhuzamos, hozza legkozelebb es6 egyik racsegyenes két szomszédos racspontja. Az
M ={A;, As, ..., Ay}, halmaz ekkor nyilvan tomdr, és a pontjaibol alkothato valamennyi 6sszefiiggs pontharmas r-en
van ; ezek szama tehat éppen (n —2) —2 =n —4 (2. adbra).
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2. abra

Mivel Gsszefiiggd pontharmasokat kivanunk talélni, sziikségiink van olyan feltételre, amibdl kozvetleniil kdvetkez-
tethetiink azok létezésére. E célbdl elGszor azt vegyiik észre, hogy harom, egy egyenesbe es@ racspont mindegyike tagja



egy-egy olyan 0Osszefiiggé harmasnak, amelyek valamennyien e harom pont konvex burkdban helyezkednek el. Ez a
konvex burok ugyanis egy szakasz, amelynek barmely harom, egymasra kovetkezd racspontja 0sszefiiggs.
A (3) éllitas igazolasahoz ezutan a kovetkezs segédtételt bizonyitjuk be :

(4) Tegytik fel, hogy az ABCD konvex négyszig minden csicsa racspont, és a négyszog A-ndl és B-nél levd szégeinek
osszege 180°-ndl kisebb. Ekkor a négysziglemezen van olyan osszefiiggé hdrmas, amelynek egyik pontja A vagy B.

c

3. dbra

Legyen E a négyszog atloinak metszéspontja (3. dbra). Ha az AB, AC, BD szakaszok valamelyikén van tovabbi
racspont is, akkor az allitas igaz. Tegyiik fel tehat, hogy AB, AC és BD iiresek. Tekintsiik az AFED haromszoget.
Tételezziik fel, hogy ebben taldlhato egy tovabbi D’ racspont; ekkor az ABCD’ négyszdg is konvex, tovdbba

D'AB<«+ ABC<« < DAB< + ABC<« < 180°.

A kapott négyszog tehat (az eredeti négyszogben van, és) szintén eleget tesz (4) feltételeinek. Jeloljiik az atloinak
metszéspontjat E’-vel, és az el6bbihez hasonléan vizsgaljuk meg, van-e tovabbi racspont a CE’B haromszogben, stb.
Mivel az eredeti négyszoglemez véges szamu racspontot tartalmaz, ezért a fenti 1épések ismételgetésével végiil eljutunk
egy, a (4) feltételeit kielégité ABC1 D négyszoghoz, tgy, hogy abban — az atlok metszéspontjat Fi-gyel jelolve — a
C1E1B és D1 E7 A haromszogek belsejében méar nincs racspont (4. abra).

4. dbra

A korébbiakhoz hasonldéan most is elegends azzal az esettel foglalkoznunk, amikor az ACy, AD;, BCy, BD;
szakaszok liresek. A C1FE1 B, D1 F1 A haromszogek ekkor eleget tesznek (2) feltételeinek, igy a teriiletiik megegyezikﬂ
Ebbdl kovetkezik, hogy az ABD; és az ABCh haromszogek teriilete is egyenld, vagyis D1Cy parhuzamos AB-vel. Mivel
az A és B csucsnal levs szogek Oszszege 180°-nal kisebb, ezért D1C; < AB. A B pontot a C1D; vektorral eltolva
tehat az AB szakasz belsé pontjahoz jutunk. Ez a pont azonban (1) szerint maga is racspont, igy A is és B is benne
van egy Osszefliggd harmasban.

Ezutan ratériink (3) bizonyitasara. A bizonyitast n szerinti teljes indukcioval végezziik; az éllitas nyilvanvaldoan
igaz, ha n < 4. Tegyiik fel, hogy (3) igaz minden olyan esetben, amikor n < k, és legyen a tomor M halmaz pontjainak
szama k + 1 = 5. Megmutatjuk, hogy M konvex burkinak mindig van olyan csicsa, amely benne van egy (M-beli
pontokbol 4llo) Osszefiiggé harmasban. Ha ezt a pontot elhagyjuk AM-bél, a maradék k-elemi halmaz tomor lesz,
ezért az indukcids feltevés értelmében pontjaiboél legalabb k — 4 darab Osszefliggd pontharmas valaszthaté ki. Ezekhez
hozzatéve az elhagyott cstcsot tartalmazé harmast, M-ben legalabb (k — 4) + 1 = (k + 1) — 4 darab Gsszefliggd
harmashoz jutunk, és éppen ezt kellett belatni.

A bizonyitas teljessé tételéhez tehat elegendd azt igazolni, hogy a konvex burok valamelyik csticsa benne van egy
Osszefiiggs harmasban. A konvex burok egy sokszog; ha ennek valamelyik oldala a végpontokon kiviil tartalmaz még
legalabb egy racspontot, akkor ennek az oldalnak barmelyik csicsa megfelels. A tovabbiakban ezért foltessziik, hogy
a konvex burok mindegyik oldala {ires.

Ha M konvex burkanak &t, vagy annal tobb oldala van, tekintsiik 6t egymas utan kovetkezd csicsét; legyenek ezek
X, Y, Z,T,V.Mivel ZT és TV nem parhuzamosak, ezért az XY ZT és az XYTV konvex négyszogek egyike biztosan
nem paralelogramma, igy alkalmazhato ra (4).

Ha a konvex burok négyszog és nem paralelogramma, akkor (4) kozvetleniil alkalmazhato.

11asd helyesbités a cikk utan



Tegyiik fel, hogy M konvex burka az ABC D paralelogramma. Mivel M-nek legalabb 6t pontja van, és az oldalak
iiresek, ezért ABCD belsejében talalhatod egy @ racspont. Ha @ rajta van valamelyik atlon , akkor annak az atlonak
akiarmelyik végpontja megfelel; egyébként ha @ példaul az AC'D haromszog belsejében fekszik, akkor az ABCQ
négyszOg lesz az, amire felhasznalhatjuk a (4) segédtételt. (Az A és B csucsoknal levs szogek Osszege itt lathatoan
180°-nal kisebb — 5. abra).

6. dbra

Utoljara azzal az esettel foglalkozunk, amikor a konvex burok haromszog. Ennek oldalai feltételezésiink szerint
tiresek, igy a haromszog belsejében legalabb két pontja van M -nek; legyenek C' és D ilyen pontok (6. abra). Amennyiben
a C'D egyenes dtmegy a haromszog egyik cstcsan, akkor az a csics hagyhaté el az indukciés bizonyitasban. Ha nem
ez a helyzet, akkor C'D példaul az AB oldalt nem metszi. Az A, B, C, D pontok ilyenkor olyan konvex négysziget
hataroznak meg, amelyben az A és B csiicsoknal levs szogek Osszege 180°-nél kisebb, hiszen ezek a szbgek kisebbek a
haromszog megfelels szogeinél. Ismét alkalmazhatjuk (4)-et, tehat A vagy B elhagyhato.

Hausel Tamds (Bp., Fazekas M. Gyak. Gimn., III. o. t.)

Helyesbités: Az indoklas hibds, ugyanis F7 nem feltétleniil racspont. A két haromszog teriilete azért egyezik meg,
mert a C1 D1 B és a D1C1 A racsharomszogek belseje is és hatara is egyenld szamu racspontot tartalmaz, ezért e két
haromsz6g ugyanannyi iires racsharomszogre bonthato fel, tehat (2) szerint a teriiletiik egyenls. (H. P. )



