Leginkabb taldn Euler tételeként ismert az az Osszefiiggés, amelyben egy haromszog beirt és koréirt kore kdzéppont-
janak a tavolsagat e korok sugaranak segitségével fejezziik ki. Ennek az Osszefiiggésnek nyilvanvalé kdvetkezménye az a
tény, hogy a koriilirt kor sugara legalabb akkora, mint a befrt kor sugaranak a kétszerese. Harom példat mutatunk be
a tovabbiakban annak érzékeltetésére, hogyan hozhaté kapcsolatba e két kor sugardnak ardnya a haromszog oldalaival,
ill. szovegeivel. El6bb azonban bebizonyitjuk az eredeti 6sszefiiggést.

Legyen ABC' egy haromszog. A haromszogbe, valamint a haromszog koré irhaté kor kdzéppontjat O-val és K-val,
e korok sugarait pedig r-rel és R-rel jeloljiik. (A haromszog oldalaira és szogeire a szokasos jeloléseket hasznaljuk.)

Kossiik 0ssze az A és O pontokat; a kapott egyenes a haromszog koré irt kort messe D-ben. Hasonloan legyenek az
OK altal meghatarozott atmérd végpontjai F és G (1. dbra). Irjuk fel a szelStételt az AD és F'G szakaszokra :

OG-OF =0A-0D.
Mivel OG + OF = 2R, ezért a fenti egyenlGség bal oldala éppen
(R+OK)(R - OK) = R* - OK?,
fgy
R* - OK?=0A-0D.
Fejezziik ki az OA, OD szakaszok hosszusagat r és R segitségével! Az elGbbire nyilvan

0A=—"
e
sin 5
Az AOB haromszog O csucsanal lev kiilsé szog :
a p
DOB< = -+ —;
< 2 + 2’

mivel a keriileti szogek tétele szerint

DBO<« = DBC«<+ CBO< = DAC<«+ CBO« =
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ezért ODB egyenld szart haromszog, igy
OD = BD.

Az ugyancsak egyenld szaru BK D héaromszoghdl végiil
e
OD =BD = 2R-sm§,

tehat , o
R2-—0OK?=0A-0D=— -2Rsin5 = 2rR.
.«
Sin 5
Fejezziik ki ebbsl OK 2-et:

OK? = R?> —2rR = R(R — 2r).

Mivel OK? nem lehet negativ, eredményiink azt mutatja, hogy

(1) R = 2r.



Ezzel eljutottunk a cimben szerepls egyenlétlenséghez. Célunk a tovabbiakban az, hogy bemutassunk néhény olyan
a haromszog oldalaira, szogeire, valamint r-re és R-re vonatkozé egyszerd egyenlGtlenséget, amelyeknek kozds vonasa,
hogy — valamilyen forméban — az (1) becslést élesitik.
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Ilyen Osszefiiggéshez jutunk példaul agy, hogy a il hanyadost becsiiljiik, miutan azt a haromszog oldalainak, illetve
szogeinek segitségével irtuk fel. Jeloljiik a szokdsos modon s-sel a haromszog félkeriiletét. Ha az ABC-be irt kor az
AB oldalt C1-ben érinti, akkor — mint ismeretes —

ACy = s —a,
igy az AC10 derékszogi haromszoghdl
@
=(s—a) tg=.
r=(s—a)tgy
R értékét CK B egyenls szara haromszogbdl hatarozhatjuk meg:
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A szinusztétel segitségével a, b, ¢ kikiiszobolhets:
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Legyen y = sin 3 ekkor tehat
ro 14501 B—
1R~ Y TResT Y
ez azt jelenti, hogy y (valés) gyoke az
2 B—" r
_ =0
T cos 5 T+ R
egyenletnek, kovetkezésképpen az egyenlet diszkriminansa nem lehet negativ:
B—v 2r
0<cos? V—~ — =
= cos” — iR
azaz 5 5
Er < cos? ;7.

Ugyanilyen 0Osszefiiggés az ABC barmely masik két szogére is nyilvan teljesiil; ezzel azt kapjuk, hogy

2 — — —
(2) Er < min{cos2 %, cos? 5_277 0032¥} <L



Probalkozzunk meg ezutén olyan becsléssel, amiben (a szogek helyett) csupan a haromszog oldalai szerepelnek!
Legyen el6szor S = sina + sin 8 + sin~y. S becslése érdekében az Gsszeget szorzatta alakitjuk :

stina—i—sinﬁ—l—sinv:2sina—£6cosa;6 +siny =
=2coszcosa_6 +51n7<2005 + siny =
2 2 2
—2COS§ (1+smg>

a kapott egyenl6tlenség egyik oldala sem negativ, igy négyzetre emelhetiink, amibgl

52<3cos (1+sm ) =3(1—sin21) (1+s1n1)2:
2 2 2 2

(3 3sin 2) (1—|—s1n 2) (1—|—s1n 2) (1—|—sm¥)

Az utoljara kapott szorzatra alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kozepekre érvényes egyenlGtlenséget, kovetkezés-
képpen
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<3—351nz>+<1+sinz>+<1+Sinz>+<1+sinz> s
§S2 < 2 2 2 2 _ (3
47 = 4 \2/)
igy
g< 33
= 2 )
azaz
S =sina+sinf +siny < 3—\2/§
A szinusztétel szerint azonban ) ) )
sina  sinf  siny 1
a b ¢ 2R
ezért \/_
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5 S = 5 —(a+b+c),
vagyis
a+b+c
2a, —— <R
(2a) 3/ =

Jeloljiik az ABC haromszog a, b, ¢ oldalaihoz (kiviilr6l) hozzairt korok sugarat rendre 74, 73, 7c-vel. Ezek harmonikus
és mértani kozepeire :
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Ismeretes, hogy (ABC teriiletét t-vel jelolve)
2t 2t 2t
Ta = , To = y Te = )
btc—a ' a—b+ec a+b—c
igy
6 s r —tl 2
a+b+c™ \ (s—a)(s—b)(s—c) t2’
tehat

3< 82

s t2
Kobreemelés, rendezés, majd négyzetgyokvonas utan azt kapjuk, hogy

3v3t < §2,

ebbdl pedig rs = t figyelembevételével:

(2b) L



Két utébbi eredményiinket Gsszefoglalva tehat:

< a+b+ec

Utoljara egy olyan Gsszefiiggést bizonyitunk, amelyben az ABC haromszog oldalai és szogei egyarant elGfordulnak
(persze tovabbra is szimmetrikus szereposztasban). Kordbban mar lattuk, hogy
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(3) 2r R.
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cos— = — (s—a)sin —;
T 2’
ezért
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A szamtani és mértani kozépre fennallo egyenlStlenség szerint igy
a cos % + bcos g + ccos % > 3V/rs2.

Alkalmazzuk most a (2b) becslést :

b 2
3Vrs2 = 3¢/r (#) > 3Vr-27r2 = 9r, tehét

1
(3a) r§§(acos%+bcos§+ccos%>.

Most az egyenlGtlenség jobb oldalan allo6 mennyiséget becsiiljiik feliilr6l. Az AC;O derékszogli haromszogbdl
a ACy s—a

cos — = = ;

2 AO 7'2 + (S _ a)2

mivel pedig

t2 (s —a)(s—Db)(s—c)

2 e N2
r+(s—a) S2—|—(s a) .

+(s—a)*=

s—a (s —a)be

=" (s = b)(s — &) + s(s — ) = 2T,

S S

ezért
a ayvs—a a3(s —a)
a - COS§ = \/g —_— E = \/g T

A szamtani és négyzetes kozép kozott fennélld egyenlGtlenség szerint igy

a B Y _ \/a3(s—a) \/b3(s—b) \/03(5—0)
(3b) acos 5 + bcos 5 + ccos 5= Vs ( — 4 — + —
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Legyen
a(s—a)+b3(s—b)+c3(s—c)

P= :
abe '
megmutatjuk, hogy
1
(3¢) \/5-\/?§§(5+P).
Valéban, (3¢) mindkét oldala nemnegativ, és ezek négyzeteire:
L. a 2
sP < Z(S +2sP + P?),

hiszen rendezés utan ez éppen
4sP < s? 4+ 2sP + P2,

azZazZ
0<s*—2sP+ P?=(s— P)?,

ami termeészetesen igaz. (3b) és (3c) szerint tehét

v _ V3 ad(s—a)+b3(s—b)+c3(s—c)
§§7<S+ abc )

(3d) a cos % + bcosg + ccos

Ezutan azt latjuk be, hogy

Rendezéssel:
ad(b+c—a)+b(a+c—b)+c(a+b—c) Zabe(a+b+c),

azaz
0 < a*(b—a)(c—a)+b*(a—0b)(c—b)+c*(a—c)(b—c).

Legyen példaul a < b < ¢; az utobbi egyenl6tlenség jobb oldala ekkor a kovetkez6képpen becsiilhets :

a*(b—a)(c—a)+b*(a—b)(c—b)+c(a—c)(b—c) =
=a-ab—a)(c—a)—b*(b—a)(c—b)+*(c—a)(c—b)=
>a(c—b)(b—a)(c—a) —b*(c—a)(c—b)+c(c—a)(c—b) =
=(c—a)(c=b)(a(b—a) —b*+¢*) Z (c—a)(c—b)(a(b —a)) 20,

igy (3e) is teljesiil. (3d) és (3e) alapjan tehat

acosg—l—bcosé—i—ccos (a+b+c).
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A jobb oldalra most alkalmazhat6 (2a), ebbdl pedig — (3a)-val kiegészitve — azt kapjuk, hogy

1 1
(4) r_§<acos%+bcos§+ccos%) §§R.



