A gyakorlati élet problémai gyakran vezetnek valamilyen egyenletre. Ezek megoldasait tobbnyire csak kozelitéleg
hatarozzuk meg. Tobb okunk is van erre: egyrészt, a megoldasokra — a konkrét alkalmazastol fliggéen — csak bizonyos
pontossagig van sziikségiink, masrészt pedig az egyenletet meghatérozo adatok mar maguk is csak kozelitések (pl.
mérések eredményei). Végiil az egyenletek tobbségénél egyaltalan nem is létezik olyan eljaras, amelynek a segitségével
a megoldas ,,pontos” értéke elgallithato. (Ez ugy értendd, hogy az egyenlet megoldasa példaul olyan valos szam is lehet,
ami az egyenletben szereplé paraméterekbdl alapmiiveletek és gyokvonasok semmilyen véges sokszori alkalmazasaval
sem kaphat6 meg.)

Most egy olyan modszert ismertetiink, amellyel algebrai egyenletek gyokeit lehet kozelitGleg (tetszoleges pontos-
saggal) kiszamitani. Az egyszeriiség kedvéért ezt csak harmadfoku egyenletekre mutatjuk be, ami persze az eljarasnak
korantsem tipikus alkalmazasa. (Harmadfoku egyenletek gyGkeinek felirdsara ugyanis létezik ,,pontos” megoldoképlet,
a néhany alapmiiveletet és négyzetgyok-, valamint kobgyokvonasokat tartalmazé un. Cardano-formula.)

Foltételezziik, hogy az egyenletnek valamennyi gyoke ,,érdekel benniinket”; ha ugyanis valamilyen korlatozas volna
a gyokokre (pl. az, hogy egy adott intervallumban helyezkednek el), akkor mas eljarast valasztanank.

Legyen a megoldandé egyenlet a kdvetkezé:

(1) 23 +ax? +br+c=0,

ahol a, b és ¢ valos szamok és ¢ # 0. Ha a keresett gyokoket a, (8, y-val jeloljiik, akkor az egyenlet bal oldala igy is
irhato:

(2) (z —a)(z =)z —1),

és a Viéta—féle Osszefiiggések szerint

(3) at+ft+y=-a, af+ay+pBy=>, abfy=—c
Tegyiik fel még, hogy az «, 5, v gyokok abszolut értékei kiilonbozéek, mondjuk

(4) lal > [8] > |-

Ha v # 0 is teljesiil, akkor (3) alapjan
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Lathato, hogy ha «, B, v abszolut értékei lényegesen kiilonbozbek, azaz |—| , E (és igy |—| is) ,elég kicsi”, akkor
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Modszeriinknek éppen az a lényege, hogy «, 8 és v abszolat értékeit ,,széthtuzzuk” és igy a (8)-ban szerepld kozeli-
tések kellGen pontosak lesznek. Tegyiik fel tehat,hogy |a| > |8] > |y| > 0, azaz
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helyett ezek négyzeteivel lesz dolgunk, amelyek méar joval kisebbek. Ha ugyanis az egyik gyok példaul 1/10 része volt
a masiknak, akkor a négyzeteik aranya mar 1:100. Az attérés ismételgetésével rendre a gyokok 4-edik, 8-adik, 16-odik

Ha attériink arra az egyenletre, amelynek gyokei az eredeti egyenlet gyokeinek négyzetei: o2, 32, 42, akkor




stb. hatvanyai altal kielégitett egyenletekre tériink at, és igy a gyokok abszolat értékeinek aranyai idével tetszélegesen
kicsinnyé valnak.

Hatarozzuk meg tehat annak a harmadfoku egyenletnek az egyiitthatoit, amelynek gyokei o2, 5% és 2. Ez éppen
az

(z —a®)(@ = %) (z %) =0
egyenlet. Ennél valamivel egyszertibb az
(2 —a®)(@® = %)(a? —=~?) =0
egyenlet egyiitthatéinak a kiszdmitasa. Mivel

(2% = a®)(@® = ) (2* —7*) = (& — a)(z = B)(z =) - (z + &) (z + B) (= +1),

ezért az (1)-beli egyenlet bal oldalat kell azzal a polinommal megszorozni, amelynek gyokei —a, —f és —y. Kénnyen
lathato, hogy ez éppen az 2° — az® 4 bz — ¢ polinom; igy

(2% — a?)(2? = BH)(2? —7?) = (2® + az® + bx + ¢)(2® —az® + bz — ¢) =
= 2% 4 (—a® + 2b)a* + (b* — 2ac)x? — 2.
Tehat az a harmadfoku polinom, aminek gyokei a2, 82, +2, a kovetkezs:
(9) 2% + (—a? + 2b)2? + (b* — 2ac)x — 2.
Probéljuk ki az eljarast egy szampéldan. Legyen a megoldandé egyenlet:
(10) 2 + 212 — 2937 + 40 = 0.
Az egyiitthatokkal mindvégig harom értékes szamjegyig szamolunk. A gyokok négyzetére vonatkozo egyenlet:
23+ (2,12 —2-29,3)2? 4 (29,32 — 2-2,1-40)x — 4> - 10% = 0,

AZAZ
2% — 6322 + 690z — 1600 = 0.

A negyedik hatvanyokra vonatkozo egyenlet:
23 4+ (—63% 4+ 2 - 690)z2 + (6902 — 2 - 63 - 1600)z — 1600% = 0,
vagyis
3 —2,59-10% - 22 + 2,74 - 10%2 — 2,56 - 10° = 0.
A 8-adik hatvanyok az alabbi harmadfokd polinomnak a gyokei:
2%+ (—2,59% - 10° +2-2,74 - 10°)2* + (2,74% - 10'° — 2. 2,59 - 2,56 - 10°) =
=22 —6,16- 10522 + 6,18 - 10'%2 — 6,55 - 10'2,

a 16-odik hatvanyok pedig az

2%+ (—6,16% - 10'2 + 26,18 - 10'%)z* + (6,182 - 10?° — 26,16 - 6,55 - 10*®)z—
—6,55%-10%* = 2% — 3,78 - 10'32% + 3,74 - 1012 — 4,29 - 10%°

polinomé. Ha a kovetkezd lépést is elvégeznénk, akkor az 4j egyiitthatok kiszamitdsa soran a kétszeres szorzatok
abszolat értéke mindeniitt kisebb lenne, mint a megfelel6 négyzetes tag 100-ad része. Harom értékes jegy pontossagig
tehét az Gj egylitthatok abszolut értéke a régiek négyzete; igy a gyokoket akar az 0j, akar az el6z6 egyenletbdl szamitjuk
a (8) szerinti kozelitéssel, a megfelels gyokvonas utdn ugyanazt kapjuk. Esetiinkben tehat

3,74 16 429
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- 104,

azaz

la| ~ 7,056, |B|~ 3,160, ||~ 1,778.

(A 16-odik gyokvonas miatt 3 helyett 4 értékes jegy pontossagra is szamithatunk.)

Példankban méar csak a gyokok elGjelének megallapitasa van hatra; ezt gy végezhetjiik el, hogy a gyokok két-két
szoba jove értékét behelyettesitjiik az eredeti (10) egyenletbe. Ez a 1épés az eljaras egyetlen probalgato eleme, és
egyben mindjart az ellenGrzése is. Eredményiil azt kapjuk, hogy

o~ —T7,056, B~3,160, ~=~1,778.



Ezeket az egyenletbe helyettesitve, a kapott értékek: —0,00, —0,06, 0,16 — valoban nulldhoz kozeliek. (Ezuttal persze
elég lett volna csupan « elGjelét meghatarozni, ennek ismeretében ugyanis 8+ v = —2,1 —a = 4,956 > 0 és By =

40
= 5,669 pozitiv, ezért 8 és v sziikségképpen pozitivak.)
Eljarasunk 3-adfoka helyett magasabb foku algebrai egyenletek kozelité megoldésara is alkalmas. A keresett gyokok
négyzetei altal kielégitett egyenlet egyiitthatoit (9)-hez hasonlé formuldkkal kaphatjuk meg tgy, hogy az eredeti

(11) 2"+ an_12" P+ ...+ aix+ao
polinomot megszorozzuk annak ,negativ polinomjaval”.
" —a, 2"+ — 4 (D) tagx + (—1)"ap-val.
A 2n-edfoka f szorzatpolinomban x péaratlan kitevjd hatvinyainak egyiitthatoja nulla, hiszen

="+ an 22" 2+ .. )+ (12"  +an_32" > +..)]
@™ + an_ox™ 24 ..) = (an_12™ P an sz )] =

=@+ an 22" 2+ )% = (a2 Fan g2 )R
F(Vx) = 2" +bp_12" ' 4 ... 4 bix + by tehat ugyancsak n-edfoki polinom, egyiitthatoi:
(12) b, = (=1)" (a2 + 2ap10ak—2 — 2011081 + —...).
Az eljarast a t-edik lépésben abbahagyhatjuk, ha az éppen akkor kapott
2+ ep12" P4+t ezt oo

polinom segitségével (12) szerint képzett formulédkban a kétszeres szorzatok Gsszegének abszolat értéke az eldirt nagy-
sagrenddel kisebb a megfelels négyzetes tagnal. A (11) polinom gytkeire ekkor kivant pontossagu becslést ad

ol & /ety sl & %[ = 2 faal 32
Cn—1 C1

Az ismertetett modszert a XIX. szézad els6 felében, nagyjabol egy id6ben fedezte fel a német Griffe, az orosz
Lobacsevszkij és a belga Dandelin. Az eljaras jol megfelelt a kor kivanalmainak, hiszen a hozza sziikséges szamitasok
pusztan az akkor hasznalt logaritmustéblazatok segitségével is viszonylag kényelmesen elvégezhetSk. Az itt leirtak
persze nem alkalmazhatok azokban az esetekben, amikor a gyokok kozott egyenld abszolut értékiek is vannak, vagy
az egyenlet nem mindegyik gyoke valos. (Ilyenkor a kétszeres szorzatok ,nem akarnak” eltorpiilni a négyzetes tagok
mellett. Ez a probléma méar a harmadfoku esetben is jelentkezhet.) A meggondolasok alkalmas kiegészitésével azonban
ilyenkor is célhoz érhetiink, &m ezt most nem részletezziik.



