Bizonyéra sokan ismerik az 1-25 szamokbol allo biivos négyzet gyors felirasara alkalmas szidmi szabdlyt (masképpen
kinai vagy indus szabalyt), Délkelet-Azsia matematikusainak még az iddszamitasunk elStti idékben talalt tetszetds
eredményét.

Mai szemmel az tarthaté benne biivosnek — kifejez6bben: rejtélyesnek —, hogy felismerhetd szamtani miivelet végzése
nélkiil olyanra sikeriil az elrendezés, hogy minden sor, oszlop, atl6 Osszege ugyanannyi, az 1 +2+...4 25 = 325 Osszeg
1/5 része, 65. Ez a négyzet biivos allandoja.— Meg is adjuk az arat ennek az igazi munka nélkil elért sikernek!

Az elrendezést az 1. dbran idézem, bar — Gszintén szolva, személy szerint — mindig gorbe szemmel nézek ra. Ennek
a ,potya” receptnek a létezése kisiklatja a probléma helyes értékelését, bénitja a fejlédést. Egészségtelen kultusz is
épiilt ra (ritmus stb.). Miatta passziv a kérdéssel szemben a kozfelfogas.
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1. dbra

Olyan egyediilvalonak, utanozhatatlannak vélik sokan, mint a Kinai Nagy Fal vagy a Szaturnusz gytrije. Pedig
félmilliénal is tobb megoldast lehetne folirni az 5 x 5-6s probléméra néhény nagyobb elv és sok kisebb fogas vegyes
alkalmazasavall — Kivétel is és jellemz6 is az az eset, hogy par éve valaki a Bolyai Tarsulattol arrol kért tajékoztatést,
hogyan kaphatna szabadalmat ,taldlmanyara”, egy mas, 5 x 5-0s elrendezésre. Csak néhany tovabbi példany lattan
htizta el az illets a zsebébdl , titkat”, ami azutan rendszeres gondolkodésrol tett bizonysagot. Rejtélyek nélkiil.

Nagyobbitéssal a szidmi szabély révén minden paratlan n rendszamhoz folirhaté egy blivos négyzet az 1, 2, 3, ..., n
szamokbol, a paros rendszamokra viszont nincs ilyen egyszerd recept a ,,nagy biivos szakacskonyvben”. A parosokhoz
ujabb elvek alkalmazaséaval szerkesztettek biivos négyzeteket. (Természetesen a régi ,reguldk” eredményeit is meg
lehet magyarazni, miért biivosek.) Igy alakult ki a biivosnégyzet-problémanak egy ,nehézség szerinti” osztilyozasa:
legkonnyebb a paratlanok esete, a parosok koziil konnyebbek az n = 4k alakd rendszdmok, végiil legnehezebb az
n = 4k + 2 alaku (,,egyszertien paros”) rendszamok esete, aminek legkisebb képviselGje a 6-os. Bar valami van ebben,
meégis elég sekély szempont ez, hiszen mindenki azt tartja konnytinek, amit mar tud — és megforditva.— Egyébként 300
éve mult mar, hogy Frénicle de Bessy francia kutaté dsszeallitotta a 4 x 4-es megoldasok teljes atlaszat, 880 elrendezést,
a szimmetrikus alldsokat csak egyszer szamitva. Pontos létszam csak erre, és az n = 3 esetre ismeretes; ez utébbira ez
a szam 1 (2. abra), és ez — a négyzet geometriai szimmetridinak megfelel6en — 8 allasban szemlélhetd, titkrozések és
forgatasok nyoman.
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2. dbra

»elogyujtast” hasznal fel: agy készit egy 2n-edrendd biivos négyzetet, ha valaki megad egy n-edrendiit. Egyediil 4-
edrendiit nem tud, mert természetesen senki sem tud beleadni 2 x 2-es megoldast.

Forrasuni] szerint az elvet 1918-ban irta le egy levélben R. Strachey. Lényegében aszerint, de mégis némi tdgitdissal
és modositassal épitiink ki egy 6 x 6-o0s blivos négyzetet az 1-36 szamokbdl, allanddja tehat 111 lesz. ,,El6gydjtasul”
persze a 2. dbran lathaté négyzetet hasznéljuk fel, ennek allandéja 15.

A 6 x 6 mez6t felosztjuk négy, egyenként 3 x 3 mezss negyedre, szamainkat pedig négy sorozatra, csupa egymas
utani szdmokbol 1-9-ig, tovabb 18-ig, 27-ig, 36-ig. ElGkészitésiil ezekbdl irunk be egy-egy biives négyzetet, egymastol
fiiggetleniil, sorra a bal fels6, a jobb also, a jobb fels§ negyedbe, a bal alséba pedig némi korlatozassal (3. abra).
Mintanak a 2. abrat vagy 7 szimmetrikus tarsanak barmelyikét vehetjiik, szamait az illet6 sorozat szerint 9-cel, 18-cal,
ill. 27-tel novelve. Itt az els6 harom sorozatboél beirt blivos négyzet mintajat tetszélegesen valasztottuk a 8 lehetdség
koziil, a bal alsé negyed mintdjaul pedig azt vettiik, amelyik a folotte allé negyedbe vélasztott mintanak a vizszintes
kozépvonalra valo tiikkorképe. Ezaltal a tabla bal felében a tiikros helyzetid szamok kiilonbsége mind a 9 mezGparban
27(=31-4=30—-3=... =33 —06). (Forrasunkban az uralkodé szokas szerint mindharom el6bbi negyed mintaja
ugyanaz az allas, mi viszont nem akarunk ilyen fétiseket, formabontasunkkal mindjart a variaciés lehet&ségekre is fel
akarjuk hivni a figyelmet. Ezt értettiik az emlitett tdgitdson.)

L Rouse Ball — Cozeter : Mathematical Recreations (11. kiadas, 1963, London, Macmillan).
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3. dbra

Ez az abra maéris ,majdnem biivos”. Oszlopai biivosek, sorainak, atloinak Osszegei pedig rendszeres eltéréseket
mutatnak az allandotol. Ezeket fogjuk megsziintetni rendszeres cserékkel. Az egyes negyedek allando6i a 15-hoz képest
sorra 3 - 9 = 27-tel novekednek, a jobb alsoban 42, majd 69, 96. A fels6 3 sor 6sszegei 111 — (15 4+ 69) = 27 hidnyt
mutatnak, az alsokéi (96 + 42) — 111 = 27 tobbletet, az atlok pedig 2-szer ekkorat, 54-et, a f6atlo (a jobbra lejtd)
hidnyt, a mellékatlé tobbletet. Ezt ,,a nagybani leltart” vazolja a 4. abra.
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4. dbra

A tabla bal felében végzett 3 szimmetrikus csere utjan mindezek az eltérések megsziinnek. Egy-egy cserét végziink
az 1. és 6. sorok kozott, valamint a tovabbi 2 szimmetrikus sorpar kozott, de ugy, hogy két csere atlobeli szamokkal,
a harmadik pedig atlon kiviiliekkel torténjék. Az 5. abran csak a cserélt szdmok lathatok. Az oszloposszegek nem
valtoztak, tehat a tovabbi 30 mezs szdmait az el6bbibsl dtméasolva kész is a biives négyzet.
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5. dbra

Természetesen a kovetkez6 kérdés az, hogy hany kitoltéshez juthatunk ezzel a modszerrel. A példat, Gnmagat is
beleértve, 82 - 6 = 3072-féleképpen lehet utanozni. A 8-as tényezSk az elsé harom negyed szaméra a 2. abra allasanak
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megvalasztasaibdl szarmaznak, a 6 = 3 - 2 pedig az 5. Abra mintajara szoba jové ,,cserélési térképek” szama: (2) = 3-

féleképpen valaszthato az atlokbol cseréls két szampar (ti. annak egyik tagja), és 2-féleképpen a még nem korrigalt
sorparbol az atloba nem tartozé szam (ami az 5. dbran a 36-9 par). Mindezek az elrendezések lényegesen kiilonbozok,
a négyzet semmiféle szimmetridja nem viszi Sket egyméasba. — Az eddigi teljesitményt kés6bb még majd novekedni
latjuk.

Itt emlitjiik meg, hogy az eredetiben csak 2-féle cseréld térképrdl lehetett sz6. Ugyanis Strachey mindegyik negyedbe
ugyanazt az allasat ajanlotta a 2. dbranak, ezért nala a 27-es kiilonbozeti szdmparok nem tengely-tiikrosen allnak,
hanem harom mezével fiiggslegesen eltolédva. Emiatt a negyedatlokat kiilon-kiilon kellett javitani két-két szampéarral.
Mindig cserélni kellett a negyedek kozépszamait, amelyek mindkét atloba beletartoznak. A két térképet a 6. dbran
vazoltuk. — Ezeket értettiik az elv fontebb emlitett mddositdsdn, vagyis, hogy eltolas helyett tiikrozéssel alakitottuk ki
a csereképes szamparokat a tobb variacio érdekében.
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6. dbra

*

Forrasunk csak a pdratlan rendszdmok megdupldzdsdra ajanlja Strachey eljarasat. Bizonyara nem tartottak érde-
kesnek kimondani, hogy az elv a péarosokra is hasznalhato. (Valoban, csak annak érdemes ezekkel is foglalkoznia, aki
— mint egy bélyeggyiijté — a kiilonb6z6 elvek alapjan késziilt biivos négyzeteket kiilon is gytjti. Masrészt a fontebbi
»osztalyozas” szerint azok ugyis konnyebbnek mingsiiltek.) — A nagyobb rendszamok megduplazasakor az elgkészités
jobb oldali negyedei is szerephez jutnak, s6t, sziikség is van rajuk, mert ott 3-szor kisebb a cseréls szamok kiilonbsége.
Példaul n = 5 esetében a sorparok eltérése az allandotol le- és folfele 5% = 125, az atloké 250, és egy bal oldali csere
3 - 25 = 75-tel tud javitani, aminek sem a 125, sem a 250 nem tdbbszorose. Besegit viszont a jobb oldali cserék ,,apré-
pénznek” szamito 25-6s kiilonbsége. Ilyenkor persze mar az is sziikséges, hogy jobbrol is egyezzék a két negyed mintéja,
illetve kdnnyebb, ha azok egymas tiikdrképei, a bal oldali negyedek kdzos mintdjatol viszont ilyenkor is fiiggetlenek.

Marmost a (2k + 1)-es rendszam duplézasakor sorparonként a bal féltablan k, a jobb oldalin (k — 1) szampar cserél
ugy, hogy balrél (k+ 1), jobbrol (k—1) sor egy cserélGje tartozzék bele az atloba. A 2k-rendi négyzetek megduplazasa
valoban joval egyszertibb: sorparonként mindkét oldalon k& szdmpar cseréljen, és az atlokba is mindkét oldalon & par
tartozzék bele. Vagyis itt az elGkészitett szaimoknak éppen a fele cserél helyet (a paratlan esetben majdnem a fele).
Megjegyzendd, hogy az ,,apropénz” a sorparokban ellene dolgozik a bal oldali cseréknek, az atlokban viszont egy
irdnyban hatnak az eltérések megsziintetésében. (n = 6-t6l kezdve cstkkenteni lehet a végzends cserék szamat lasd 9.
abra).

Minderrél az altalanos esetben is konnyen meggyéz&dhetiink. A 4. dbra mintdjara ugyanis k-nak legfeljebb 3-
adfokt polinomjait kapjuk azokban a kifejezésekben, amelyek a negyedek és a nagy négyzet allandéira, tovabba a
deficit-tobbletekre, ill. az egy cserével elérhets javitasokra adodnak. Aki mindezt atgondolja vagy végigszamolja,
nagyobb élményt szerez maganak, mintha sziami modon végigszlalomoz akar egy 11 x 11-es négyzetet! Es azt is tudni
fogja, miért blvosek 0j négyzetének a vonalai!

*

»,2Modern technikaval” tovabbi biivos négyzeteket nyerhetiink a fonti eljarasbol, ha megprobéalunk valaszolni a ko-
vetkez6 kérdésre: ,mit lehetne még mell6zni az elGkészités sok szabélyszertiségébsl?” A gazdasagossig elvét mindjart
az ezt vizsgaloé abraba is belevissziik. Kovetkez§ 6 x 6-0s négyzetiinket a 0-35 szamkészletbdl épitjiik, igy a blivos
allando 105 lesz, a mintdkban pedig az 1-esekkel csokkentett 0—8 szamokbol 12.

Beirandé szamainkat két-két tagra bontjuk, egyik a 3 x 3-as mintabol szarmazé , kisebb rész”, a masik a 9-es, 18-as,
27-es novelésekbdl a ,,nagyobb rész”’, ami az el6készitésben negyedenként még ugyanaz. Ezutén a részeket , szétirjuk”
egy-egy kilon négyzetbe, az eredeti négyzet komponenseibe (Osszetevsibe). 7. dbrankon a nagy részek komponensében
az Oriasi 9-es, 18-as azt jelzi, hogy k6z6s mind a kilenc szdmra. A nagy komponensben mar végrehajtottunk 3 cserét
valamelyik térkép szerint. Mondhatjuk, hogy a kicsiben is, hiszen ez a felbontds azt mutatja, hogy a kisebb részek
komponense ,észre sem veszi” a cseréket, pl. az 1. és a 6. sor 6-osainak a cseréjét a 2. oszlopban — éppen igy valasztottuk
meg ugyanis a mintékat.
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7. abra

Es most bevalljuk: a kis komponens harom negyedébdl kiloptuk annak a (3-tagt) kis atlonak a btivosségét, amelyik
ugysem tartozik bele a nagy négyzet atlojaba: balrol font és lent egyforman 0+1+42 nem 12, jobbrél font 6-+3+0 sem
az, dehat a 3. dbréban sem érvényesiilt az, hogy 22423424 annyi, mint pl. 224-27+20. A jobb als6 negyedben hagytuk
meg hirmondoénak a 3+4+5=12-es mellékatlot csak azért, hogy lassuk, a kiirtas sem kdotelezs.

Egybeirva a két komponenst, azaz Osszeadogatva a részeket, ,visszakapjuk” azt, ami igazaban még nem is volt
egyiitt. A felss sor ez lesz: 4 + 33 + 2 + 24 + 19 + 23 = 105.

Itt is Osszeszamlalhatjuk a modszeriinkkel nyerhets kiilonbozs kitoltéseket, de ezt mar az érdekl6ds Olvasora
hagyjuk.

*

A kis komponens tulajdonképpen olyan bitivos négyzet, amelyben a 0-8 szamok 4-szer fordulnak els, és biivosnek
megkivant vonalain az 6sszeg 24. A nagy komponensrdl hasonlét mondhatunk, 81-es dsszegekkel. Lényegében a 9-alapti
szamrendszerbe atirt alakjukbol épitettiik ol szamaink blivos elrendezését. — Hasonldan az 5-6s szamrendszerbeli alakok
hasznélataval lehet ,;szépen” belatni az 1. abra bilivisségét is, ha el6z6leg minden szamat 1-gyel csokkentjiik.



Annyira XX. szazadi ez az elv, hogy tovabbfejlesztve még dnmaga sikereit is képes ,,megrongalni”. Egy masik szép
elvvel kombinalva ugyanis kideriil, hogy még gyengébb el6készitésbdl is adhat blvos négyzetet. Ezt azonban itt nem
ismertetjiik.
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8. dbra
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9. dbra
Befejezésiil a 8-9. abrat ajanljuk a kutatasra hajlamos Olvasonak, ezek is a Strachey-elv tavoli szarmazékai; a
9. abra egy 12-edrendd biivds négyzetnek a felsg fele. Reméljiik, hogy egy Olvasonk sem értelmezi a fentieket a
,ponyvairodalom” nyelvén, hogy bitivos négyzetet ,, igy kell” csinalni, hanem helyesen, hogy igy is lehet. Es persze
mésképpen is.



