1. feladat. Részecskék sebességének spektroszkopiai vizsgalata Doppler-eltolodas segitségével.

Bevezetés: Az atomok fotonkibocsdtdsa, illetve fotonelnyelése megfordithato folyamat. Erre példa a gerjesztés,
majd az azt kivetd visszatérés az alapdllapotba. Igy lehetdség nyiik arra, hogy a fotonok elnyelddését a késdbbi spontdn
fotonkibocsdtds észlelése révén vizsgdljuk (fluoreszcencia). Modern vizsgdlatokban ezt a jelenséget haszndljdk fel az atomi
részecskék észlelésére és azonositisdra, tovabba az atomi részecskenyaldabok sebességeloszlasanak meghatdrozasdra.

Az 1. abrdn ldathato idealizdlt kisérleti elrendezésben egyszeresen toltott ionok v sebességgel mozognak eqy lézersugdr-
ral szemben. A lézer A hullémhossza vdltoztathato. A nyugalomban levd részecskék (v = 0) Ay = 600 nm hulldmhosszal
gerjeszthetdk. A mozgo részecskék gerjesztéséhez ettdl eltérd hullimhossz sziikséges a Doppler-effektusnak megfelelden.
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Az ionok sebességeloszldsa egyenletes v1 = 0 és vo = 6000 m/s értékek kozitt. (A 2. dbra a részecskeszdmot dbrdzolja
a részecskesebesséy figgvényében.) Oldjuk meg a kévetkezd 3 részfeladatot:

1.1. A. feladat: Milyen hullamhossz-hatdrok kozitt kell a lézert megudltoztatni ahhoz, hogy minden ion gerjesz-
tédjon? Vazoljuk fol az djrakibocsdtott fotonok szdmdnak eloszldsdt a lézer hullimhosszanak fligguényében!

Megjegyzés: Ebben a részfeladatban a klasszikus Doppler-eltolddds képletével szamoljunk!

1.1. B. feladat: Az eldz6 feladat pontos tdargyaldsihoz a Doppler-eltolodds relativisztikus kifejezése sziikséges:

. l—l—v/c.
\/ 1—v/c

Adjuk meg, hogy a klasszikus formula haszndlata milyen nagysdgrendd hibihoz vezet!

1.2. feladat: Tegyiik fel, hogy az ionok gerjesztésiik eldtt U nagysdgu gyorsito elektrosztatikus potencidalkilénbségen
haladnak keresztil. Mi a matematikai kapcsolat a sebességeloszlis szélessége és a gyorsitéfesziltség nagysdga kozott?
Kiszélesiti vagy elkeskenyiti a fesziltség a sebességeloszldst?

1.3. feladat: Egy e/m = 4 - 10° C/kg fajlagos toltésd ionnak két dllapota van, az ezeknek megfeleld hulldmhosszak
A1 = 600 nm, X\; = A\; + 1073 nm. Mutassuk meg, hogy az Gsszes ion gerjesztésekor a lézer két hulldmhossz-tartomdnya
dtfedésben van, ha nem alkalmazunk gyorsitdfesziltséget. Megudlaszthato-e a gyorsitifesziiltség értéke oly madon, hogy
ne legyen dtfedés a tartomdnyok kézott? Ha igen, szdmitsuk ki az ehhez sziikséges minimalis fesziltség értékét!

Megoldas. 1.1A: A fény hullamhossza és frekvencidja kozott fennédllo A - v = c¢ Osszefiiggés, valamint a v/ =
v (1 F E) klasszikus Doppler-képlet felhasznélasaval az &ll6 részecskék gerjesztési frekvencidjara
c
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adodik. Ez annyit jelent, hogy akkor tudjuk valamennyi iont gerjeszteni, ha a lézer frekvenciaja
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intervallumban valtoztathato. Mivel az ionok sebesség szerinti eloszlasa egyenletes, az altaluk kibocsatott fény
intenzitasa (a fotonok szdma) is konstans fiiggvény lesz a fentebb kiszamitott hullamhossz-tartomanyban (3. dbra).
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Mivel ¢ = v/c =2-107° < 1, alkalmazhatjuk az (1 +¢)" ~ 1 +n - ¢ kozelitést:

1.1B: A pontos relativisztikus képlet szerint

1
v v v?\ 2 v 102
Y (1 —)- 1-Z x(l —) 1+-2).
v (+c < 02) +c <+2c2)

Az eredmény els6 tényezGje éppen a klasszikus Doppler-képletnek felel meg, az elkovetett (relativ) hiba tehat

1 v? _10 . ”
5 = =2.10 nagyséagrend.

1.2: Egy e toltést, m tomegi részecske v nagysagi sebessége U potencialkiilonbség hatasara

v = /v2+2eU/m

értékre né. A kezdeti sebességeloszlas széls6 pontjainak megfelels v; = 0, illetve vo = 5000 m/s sebességgel mozgd
részecskék sebessége a gyorsitas utan

v, =/2-e-U/m, illetve
v;: \Jv3+2-e-U/m,

a sebességeloszlas szélessége tehat

vy — vy = /02 4+ 2eU/m —+/2-¢-U/m

értékre valtozik. Konnyd belatni, hogy ez kisebb, mint ve, a sebességeloszlas tehat a gyorsitdfesziiltség hatasara dssze-
szikiil. (Szorozzuk meg a fenti egyenletet a két négyzetgyokos kifejezés tsszegével, majd fejezziik ki a sebességeloszlas
gyorsitas utani, illetve eredeti szélességének aranyéat!)

1.3: Ha egy all6 iont A; hullamhosszisaga lézerfénnyel lehet gerjeszteni, akkor a kiillénboz6 sebességgel mozgd
ionok halmaza — mint lattuk — a Ay és A2 = A + 12 nm hullamhosszak kozott hangolhato 1ézerrel gerjeszthet6.
Hasonloan a A; (nyugalmi) hullamhossznak is egy bizonyos (A1, A2) intervallum felel meg (4. abra). A két gerjesztési
spektrum akkor fedi at egymast, ha a Doppler-eltolodasbol ad6do A — Ay szélesség nagyobb, mint az ion két kiilonb6z6
kvantumallapotanak megfelel6 \; — A\; hullamhossz-kiilonbség. A jelen esetben ez valoban fennall!
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Ha az ionokat elektromos erétérrel gyorsitjuk, sebességiik, s a Doppler-effektus miatt az Gket gerjeszteni képes lé-
zerfény hullaimhossza is megvaltozik. Jeloljiik ezeket a megvaltozott hullamhosszakat A -vel! A két gerjesztési spektrum

atfedése akkor sztinik meg, ha Xll > /\/2. Mivel

- V2eU V2eU
X = (A1 + 1073 nm) (1 + ﬂ) ~ A 41077 mm 4 A Y2/
C

C

(hiszen \; > 1072 nm és \/2eU/m < c), valamint

/ \/27
)\,2:)\1(1+U2):)\1<1+M>7

c C
az atfedés megsziintének feltétele

\/v3 4 2eU/m — \/2eU/m < c¢-107% nm/\,.



Bevezetve az x = 2eU/m, v3 = a és ¢ - 107° nm/\; = b jeloléseket, a
Va+z—vr<b

egyenl6tlenséget kapjuk, amelynek megoldasa

(b2 _ CL)2
xr > 74132 ,

azaz U > 150 V. Ekkora gyorsitofesziiltség képes a Doppler-kiszélesedés miatt atfedésbe keriilt spektrumvonalakat
szétvéalasztani.
2. feladat: Mazwell-korong

Bevezetés: Egy M = 0,40 kg témegid, R = 0,060 m sugari, d = 0,010 m vastag egyenletes tomegeloszlasi hen-
geres korongot két egyenld hosszisdgi fondlra figgesztink fel. A fonalak egy r sugari, a korong kézéppontjan dtmend
tengelyhez csatlakoznak (a fonalak tomege és vastagsdga, valamint a tengely tomege elhanyagolhaté). A fonalakat a
tengelyre felcsévélve a korongot (a témegkdzéppontjit) H = 1,0 m magassdgba emeljik, majd elengedjik, hogy leteke-
redjen (5. dbra). A korong pdlydjinak legalsé pontjdt elérve jra emelkedni kezd. Oldjuk meg a kévetkezd feladatokat
azzal az eqyszerisitd feltevéssel, hogy az A pillanatnyi forgdastengely mindig a P felfiiggesztési pont alatt helyezkedik el,
vagyis a fonalak mindig figgdlegesek maradnak (6. dbra).
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Oldjuk meg az aldbbi 5 részfeladatot!

2.1. feladat: Mekkora w szdgsebességgel rendelkezik a forgd korong az S tomegkidzéppont s nagysdgi siullyedése
utdn?

2.2. feladat: Mekkora a korong FEiyans haladdsi (transzldcids) mozgdsi energidja s = 0,50 m sillyedés utdn?
Hatdrozzuk meg szdmszeriien, hogy ez az energia hogyan ardnylik a feladatban szerepet jatszo tobbi energidkhoz ebben
a pillanatban, ha o tengely sugara v = 0,0030 m.

2.3. feladat: Hatdrozzuk meg az egyes fonalakban haté Ty feszitéerdt a korong leereszkedése kdzben!

2.4. feladat: Szdmitsuk ki a korong w' szigsebességét a @ elforduldsi szég fiigguényében a 7. dbrdn ldthato dt-
forduldsi fazisban! Abrdzoljuk (legaldbb kvalitativen) a korong tomegkiézéppontjdinak elmozdulds- és sebességisszetevdit
(alkalmasan vdlasztott Descartes-féle derékszogd koordindtarendszerben) a @ elforduldsi szég fiigguényében!
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2.5. feladat: A fondl legfeljebb T,, = 10 N feszitéerdt bir ki. Mekkora lehet mazimdlisan a fonalak s,, lecsavaroddsi
hossza, hogy ne kovetkezzék be szakadds az dtforduldsi fazisban?

Megoldas: 2.1: Az energiamegmaradés tétele szerint
Lo o Lyoo
MgHzMg(H—S)+§6w +§M7‘ w?,

ahol © a korong tehetetlenségi nyomatéka. Innen
2Mgs
W=/ =——.
O + Mr?
2.2: A test helyzeti energidjanak véltozésa az induléshoz képest

Ep=Mgs=~2]J.



A forgasi energiaja
1
Ef=-0-w= ZM -R*-w?,

a halad6 mozgas energidja pedig
1 1
E, = §MU2 = 5M-r? cw?,

ezek aranya tehat

Et72(r)27 1

E;  “\R/J 200
Es 200

Mivel E, + E; = Ey, E; = Ej, /201 ~ 1072 J és =L = 2 —.

el fyy + Loy h, Lot h/ és T 201

2.3: A korong tomegkozéppontjanak gyorsulasat a-val, a szoggyorsulast S-val, a fonalakban ébredd teljes erét pedig
T-vel jelolve a mozgasegyenletek:

Mg —T = Ma,
Tr =06p,
a=p-r.
Innen © = M R?/2 felhasznalasaval
r=_ Mo
1+2(r/R)?

Az egyes fonalakat T/2 = 1,95 N er6 fesziti.

2.4: Mindenekel6tt meg kell jegyezziik, hogy a feladat szovegében szerepls egyszertsits feltevés a korong atfordulasa
alatt nem teljesiilhet. Ha ugyanis a felfiiggeszté fonalak mindvégig fliggslegesek maradnéanak, akkor a korongra nem
hatna vizszintes irdnyu erd, s Newton II. torvénye értelmében a tomegkodzéppontja nem gyorsulhatna vizszintes irany-
ban. Marpedig az egyszertsits feltétel sziikségszeritien egyiittjar egy ilyen gyorsulas feltételezésével!l A tényleges mozgas
soran a korong tomegkozéppontja majdnem pontosan fiiggslegesen mozog. Az atfordulas alatt a fonél ,atcsapodik” a
tengely tulso oldalara, s mivel a fligg6legest6l csak nagyon kicsit tér el, szamottevs vizszintes erét nem képes kifejteni.
(Sajnélatos modon a didkolimpian a Nemzetkozi Zstri ennek az atcsapodasi folyamatnak a részletes végiggondolasat
talsadgosan nehéznek itélte, és ehelyett a hibas, a Newton-egyenleteknek ellentmondé feltevés alapjan torténd szamitéast
varta el a versenyzoktdl.)

A fonal P felfiiggesztési pontjat valasztva a koordindtarendszer kezdGpontjanak és az z-tengelyt vizszintesen, az
y-tengelyt pedig fiiggtlegesen lefelé iranyitva a tomegkdzéppont koordinatai az atfordulasi fazisban:

Sy = —rcosP,
sy =H +1rsind.

Az energia-tétel szerint a forgas szogsebessége

B \/2Mg(H—|—r~sin¢)
v O + Mr? ’

de mivel H > rsin® és © > M - r?, az atfordulas alatt a szogsebesség jo kozelitéssel

2MgH
w(P) ~ 97 = allando
(C]
érteknek vehets. Igy @ = w - t, azaz
S, = —rcoswt,

Sy = H + rsinwt,
melyek derivilasabol, vagy az egyenletes kormozgas hasonlo képleteire valo hivatkozassal a sebességeket is felirhatjuk:

Vp =T -wsinwt =7-w-sin®,
Vy =7 w-coswt=1r-w-cosP.
(Ha ismételt derivalassal a tomegkdzéppont gyorsulasat is kiszamitanank, régton nyilvanvalo lenne, hogy ellentmon-

dasba keriiliink a dinamika alaptorvényével. A valosagban csak a fiiggsleges elmozdulasra, illetve sebességkomponensre
vonatkozo Osszefiiggések fogadhatok el (nagyon jo kozelitéssel), az s,-re és v,-re felirt egyenletek hibasak!)



2.5: Az atfordulas alatt a korong ,réant” egyet a fondlon. Az er6lokés nagysagat durvan az impulzusvaltozas nagy-
sagabol és az atfordulas idejébdl becsiilhetjiik meg:
Ap, 2-M-r-w

Mg_Tatlag: At = 7r/w ’

ahonnan )
Tatlag = M - g + p - Mrw?®.

Pontosabb szamolassal meghatarozhatjuk a fonalakat feszitGé legnagyobb erdt is. A tomegkozéppont gyorsuldsa a
pélya legals6é pontjan maximélis:

2
Omax =T W,

ahonnan az egyes fonalakat feszit6 legnagyobb erd:
1 1
Tnax = 5 Mg + 5M~r-w2.

Ez akkor nem haladja meg a megengedett 10 N-os értéket, ha

2T R?
m S =) e = 2 m.
s _< Mg > i 0,72 m

3. feladat: Rekombindcids folyamatok gdzkisiilésben.

Bevezetés. FElegendden magas hémérsékletd gdzkisilési csd kilonbozd fajtaji ionokat tartalmaz. Vannak kozot-
tik olyan ismeretlen Z rendszimu atomok, amelyek eqy kivételével valamennyi elektronjukat elvesztették. FEzeket a
tovdbbiakban A%~V médon jeldljiik.

g0 = 8,854-107'2 As/Vm,

e (elektrontoltés) = 1,602 - 10719 As,

¢ = e*(4meg) = 2,307 - 10728 Jm,

h (Planck-dllandé/27) = 1,054 - 1073 Js,

mo (elektrontomeg) = 9,108 - 1073! kg,

rB (Bohr-sugdr) = h/meq® = 5,292 - 107! m,

Er (Rydberg-energia) = ¢*/2rg = 2,180 - 10718 J,

mpc? (proton nyugalmi energidja) = 1,503 - 10710 J.

Oldjuk meg a kivetkezd 5 részfeladatot!

3.1. feladat: Tételezziik fel, hogy az AZ=D+ on egyetlen megmaradt elektronja alapdllapotban van. Ebben az
dllapotban az elektron magtol mért tdvolsagnégyzetének dtlagat r%—tel jeloljik és a (Ax)z, (Ay)2, (Az)2 helybizonyta-
lansdgok Gsszegeként értelmezziik. Hasonlé médon az elektron impulzusnégyzetének dtlagdt pa-tel jeloljik és a (Apy)?,
(Apy)?, (Ap,)? impulzusbizonytalansdgok dsszegeként definidljuk.

Milyen egyenlétlenséget elégit ki a (p3) - (r3) szorzat?

3.2. feladat: Egy AZ=DF jon befoghat egy elektront, majd kibocsat egy fotont. Irjuk fel azokat az egyenleteket,
amelyekbdl a foton frekvencidja meghatdrozhatd, de ne oldjuk meg ezeket!

3.3. feladat: Hatdrozzuk meg az AZ=D+ jop energidjat annak a ténynek a felhaszndldsdval, hogy az alapdllapotbeli
energia minimdlis. A szamolds sordn haszndljuk o kévetkezd kézelitéseket:

a) A potencidlis energia képletében (1/r) dtlagértékét helyettesitsik (1/ro)-lal, ahol ro a 3.1 pontban szerepld mennyi-
S€g.

b) A mozgdsi energia kifejezésében az impulzus négyzetének dtlagdt helyettesitsik a 3.1. feladatbeli p%—tel, majd
haszndljuk fel a 3.1. probléma megolddsinak (p3)(r2) = h? alaki egyszerisitett vdltozatdt!

3.4. feladat: A fentihez hasonld mddon hatdrozzuk meg az AZ=2% jon energidjat. Ez az ton tovdbbi elektron
felvételével alakul ki, és feltételezhetjiik rola, hogy alapdllapotban van. Jeldljik a két elektronnak a magtol valo dtlagos
tavolsdgdt (a 3.3. részfeladatban szerepld ro megfeleldjét) ri-gyel és ro-vel. Az egymdstol mért dtlagos tdvolsdgukat
egyszeriien kozelitsik (r1 + ro)-vel! Tegyik fel tovdbbd, hogy mindkét elektron impulzusnégyzetének dtlagértéke kielégiti
a hatdrozatlansdgi reldciot (p?)(r) = h* és (p3)(r3) = h? alakban.

Utmutatds: Felhaszndlhaté az o tény, hogy az alapdllapotban ri = rs.

3.5. feladat: Szoritkozzunk a tovdbbiakban arra a specidlis folyamatra, amelyben egy nyugalomban levd és alapdl-
lapoti AZ=D% on befog egy szintén nyugalomban levd elektront.



Hatdrozzuk meg azt a Z rendszdmot, amelynél az elektronbefogdst (rekombindcidt) kévetd foton kérfrekvencidja
wo = 2,507 - 1017 s71. Melyik elem ionjdrdl van sz6?

Megoldas. 3.1: Alapéllapotban az elektron gémbszimmetrikusan helyezkedik el az atommag koriil, igy
L o

Az? = Ay? = A% = 57‘0,

hasonléan 1
2 _ 2 _ 2 __ 12

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi osszefiiggés szerint

Ap, - Ax

1\

h
27

ahonnan
9k

2 2
pO'TOZT.

3.2: Az elektronbefogas—fotonkibocsatasi folyamatban érvényes az energia- és az impulzusmegmaradas torvénye:

Ernong. (elektron) + Emozg,(A(Z_1)+) + Ekﬁtési(A(Z_l)Jr) =
= Bumozg. (A% 72%) 4 Eisesi (A% ~27) + E(foton),
illetve
P (clektron) + P(A¢~D+) = P(AZ=2+) 4 P(foton).

Ugyanez kicsit részletesebben

Me - 02)2+ (M +me)V?/2 4 Eygresi(AZ DT =
= (M 4 2me)W?/2 4 Eigsesi(AY~2DT) + b,
valamint
meve + (M +me)V = (M +2m)W + h-n/A.

ahol M az ion atommagjanak tOmegét, m. az elektron tomegét, v, az elektron, V és W az ion (kezdeti, ill. az
elektronbefogas uténi) sebességét, \ a foton hullamhosszat, f a frekvenciajat, n pedig a terjedési irdnyaba mutatd

egységvektort jeloli.

3.3: Az ion Ekb-tési(A(Z’l)*) energiajat az

E:<2§ie>_z'q2'<%>

kifejezés adja meg, ahol a () jel az atlagértékre utal. A javasolt kozelitést alkalmazva

R 1 1
E= = =g —.
2me r% q o

Az alapéallapot energiajat a fenti kifejezés minimuma adja meg; ezt vagy derivalassal, vagy pedig teljes négyzetté

alakitassal szamithatjuk ki. Az eredmény:
o =TB /Z,

a megfelels energia pedig
Eiotesi (AP ™V1) = —Eg - 27,

3.4 A két elektront tartalmazo rendszer energidja

2 2 1 1 1
E— (P + P2 2P 2Nz =N w2 ).
2Me 2Me 1 ) 1,2
Fejezziik ki az impulzusokat a hatarozatlansagi Osszefiiggés segitségével az atlagos tavolsagokkal, alkalmazzuk a

javasolt kozelitést, majd keressiik meg E minimumaét!

h2 h2 Z2 Z2 2
q CI_|_ q

E

= s
2mer? - 2mer3 1 ro rL+ry’



majd r; = ro = r helyettesitéssel

A minimum dE/dr = 0 feltételébdl

2
1
Estesi(AZ™97) = —2Ep - (Z - Z)
adodik.
3.5: A korabbi eredmények felhasznalasaval az energia- és az impulzusmegmaradast kifejez6 egyenletek:

2
1
~ERZ? = (M +2m.)W?/2 — 2Eg (Z - Z) + hw,

illetve
0= (M +2m)W + hwo/c.

Ez utobbibol kiszamithatjuk a visszalok6dott ion sebességét:

hw
W= (M + 2(;716)0’
amelyet az energiaképletbe helyettesitve
1\> hwg

adodik. Ez a képlet a Bohr-féle
AFystesi = h - f (= hw)

frekvencia-feltétel médositott alakja; a jobb oldal méasodik tagja a visszalokGdésbél szarmazd mozgasi energiat veszi
figyelembe. Mivel a szamszeri adatok koziil hidnyzik az ion atommagjanak M tomege, a numerikus kiértékelés csak ugy
folytathato, ha valamilyen becslést alkalmazunk. Nyilvan M 2 Z-m,,, és mar egyetlen proton mpc2 yhyugalmi” energiaja
is 7 nagysagrenddel (!) nagyobb, mint a foton energidja, a viszszalok6dési energia teljes mértékben elhanyagolhato.
(Megjegyezziik, hogy az egész eddigi szamitasunk — az alkalmazott kozelitések miatt — legfeljebb 20 — 30% pontossagig
vehetd csak komolyan.)

A feladatban szerepld frekvencidval szamolva az atommag Z rendszdméra a

7 —-7Z-12=0
masodfoku egyenlet adodik, amelynek (pozitiv) gyoke: Z = 4. A szoban forgd AZ=2% jon tehat feltehetGen a berillium

Be't.
Gnidig Péter



