Legyen P az S és T sikok metszésvonaldnak tetszéleges pontja, és legyenek F/, F' olyan pontok a térben, amelyekre
PFE az e-vel, PF az f-fel parhuzamos, tovibba a PE, PF szakaszok hossza egységnyi. Azt fogjuk megmutatni, hogy
az w = EPF szogre

(1) | cosw| < 1/3

teljesiil, amibdl kovetkezik a feladat allitasa.

F

Jeloljiik az E, F' pontok S-en levs vetiiletét Ey-lal, Fp-lal, akkor a feladat szerint EyP meréleges FyP-re, ElGszor
a koszinusz tételt, majd Pitagorasz tételét alkalmazva kapjuk, hogy

EF?=2—2cosw = FEyF; + (EoE — FoF)? = (PE} + EoE?) + (PF§ + FoF?) — 2E0F - [yF = 2 — 2EyE - FyF,

ahol az FoE, FyF tavolsagokat elGjelesen értjiik: egyezd az elGjeliik, ha egyiranyuak. A két Osszefiiggésbdl adodik,
hogy

(2) cosw = FyE - FyF.

Vezessiink be térbeli koordinata-rendszert tgy, hogy annak P legyen az origdja, az y tengely S és T metszésvonalan
legyen, az x tengely S-ben, a z tengely T-ben, és jeloljik E, F koordinatait (e1;es;es)-mal, illetve (f1; f2; f3)-mal.
Akkor

(3) = fi=1

i=1 i=1
és (2)-t elGszor valtoztatas nélkiil, majd S és T szerepének felcserélésével alkalmazva kapjuk, hogy
(4) €3f3 = 61f1 = COSw

Az (x;y) sikban az Ey, Fy pontok koordinatéi (ey; ea), illetve (f1; f2), igy ismét az Fo Fo P derékszogt haromszogben
alkalmazva Pitagorasz tételét, kapjuk, hogy

(er = )" + (e2 = f2)* = (ef + 3) + (J7 + 3),
vagyis
(5) e1fi+ezfa =0.
(4) és (5) alapjan lathato, hogy cosw értéke —es fo-vel is egyenls, (1) tehat kovetkezik a

(6) leifi —eafa+esfs] <1

egyenl6tlenségbdl, hiszen esetiinkben a bal oldalon 4ll6 hdrom mennyiség egyenls.
Igy méar csak (6) igazolasa van hatra. Legyen még g1 = e, g2 = —ea, g3 = es, akkor (6) a nevezetes
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(7) (Z figi> < fozgf



egyenl6tlenség alapjan kovetkezik (3)-bol. A (7) egyenl6tlenség legegyszertibben annak alapjan lathato be, hogy a
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Dfi—tg) => -2 figi+1*)Y g}
=1 =1

i=1 i=1
masodfoku polinom értéke minden valds ¢ mellett nem negativ, igy a diszkrimindnsa nem lehet pozitiv.

Megjegyzés. Ha megoldasunk elején nem alkalmaztuk volna a Pitagorasz tételt, azt kaptuk volna, hogy

3
Cosw = E eifi-
i=1

Szokéas a jobb oldalon &all6 mennyiséget az (e1;es;es), (f1; f2; f3) vektorok skalaris szorzatanak nevezni. A név arra
utal, hogy bar vektorokat szorzunk ssze, az eredmény szam, skalaris mennyiség. Jol lathato itt a szorzas fogalmanek
kettds tulajdonsaga: van amikor két mennyiség szorzata ugyanolyan tipusd mennyiség, mint a szorzandok, és van, hogy
a szorzat a mennyiségek tipusatol fiiggetleniil egyetlen, a mennyiségek viszonyat kifejezd valos szam. Az utobbi esetben
ha a szorzat értéke 0, szokis egymasra merdlegesnek mondani a mennyiségeket, hiszen két és harom dimenziéban igy
épp azokat a vektorokat mondjuk merélegeseknek, amelyek geometriai értelemben is merslegesek.



