Elsé fordulé
I. és II. Kategoria

1. Egy forgashenger alaka edényben, amelynek alapkére R sugard, h magassagig viz van. Az edénybe annyi r
sugara golyot dobunk, amennyi csak elfér egy rétegben.
2
Bizonyitsuk be, hogy ha h 2 37 akkor a viz nem lepi el teljesen a golyokat!
(Feltételezziik, hogy a viz felszine parhuzamos a henger alapkorének sikjaval és r < R.)

2. Ha a 322 — 2z + 5 polinomban az z helyébe egy mésik polinomot helyettesitiink, akkor a 12z* + 5622 + 70
polinomot kapjuk.
Mennyi az = helyébe helyettesitett polinom egyiitthatoinak Gsszege?

3. Bizonyitsuk be, hogy egy 8 cm oldala négyzet belsejében tetszés szerint elhelyezett 33 pont koziil mindig
kivalaszthato 3 pont ugy, hogy az altaluk meghatarozott haromszog teriilete nem nagyobb 2 cm?-nél!

4. Az ay, as, as, ayq és az valos szadmok — a felirt sorrendben — egy szdmtani sorozat egymast kovets elemei. Az aq

és a5 az
a2x2 +azxr+ag =0

masodfoki egyenlet gyokei.

Melyek ezek a valos szamok?

5. Tekintsiik azt a téglalapot, amelynek csticspontjai egy derékszogi koordinata—rendszerben a (0; 0), (50; 0), (50;
53) és a (0; 53) pontok!

Hatarozzuk meg azoknak a rombuszoknak a szdméat, amelyeknek csicspontjai a megadott téglalap belsejébe vagy

hatarara esnek, valamennyi csticspontjuk mindkét koordinataja egész szam, és atloik parhuzamosak a szoban forgo
téglalap oldalaivall

6. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan z és y természetes szamot (a 0-t is beleértve), amelyek kielégitik az
52 —3.2% 457 . 2v vl 2. 57 4 1 =0
egyenletet!

III. és I'V. Kategoria

1. Egy egyenes korhenger felszinének és térfogatdnak mérgszama egyenls. Mekkora a henger sugara és magassaga,
ha mindkett§ mérdszama paros egész szam?

2. Az ABCD téglalapbol ugy vagtuk ki az AXY szabalyos haromszoget, hogy X a BC, Y pedig a CD oldalon
van. Bizonyitsuk be, hogy a téglalapbol megmaradé harom derékszogd haromszog koziil kettd teriiletének Osszege a
harmadik teriiletével egyenld!

3. Allapitsuk meg az

f(z) = \/a2+x2—|— \/(b—x)2+c2
fiiggvény minimumat, ha a, b, ¢ adott pozitiv valos szamok!

4. A C csucsu vy szog egyik szarara mérjiik fel a C' A, masik szarara a C'B szakaszt ugy, hogy a CA + CB 0sszeg
egy adott szakasszal legyen egyenld (0 < v < 180°).

Bizonyitsuk be, hogy A és B Gsszes lehetséges helyzeténél az ABC haromszogek koré irt koreinek C-n kiviil van
még egy kozos pontjal

5. Bizonyitsuk be, hogy

a) megadhatd 1324 olyan 1987-nél kisebb kiilénb6z6 pozitiv egész, amelyek kozott nincs harom egyméashoz paron-
ként relativ prim;

b) akdrhogyan adunk is meg 1325 kiilonb6z6 1987-nél kisebb pozitiv egész szamot, szitkségképpen lesz kozottiik
harom egymashoz paronként relativ prim!

A masodik (dontd) fordulé feladatai
I. kategoéria
1. A Mathlon olyan verseny, amely M kiilonféle atlétikai szambol all. Egy ilyen versenyen harman vettek részt, A,

B és C. Mindegyik versenyszamban az els6 helyezett p; pontot, a mésodik ps pontot, a harmadik ps pontot kapott.
D1, P2, P3 & p1 > p2 > p3 > 0 feltételt kielégits egész szamok. (Holtverseny egyik versenyszamban sem fordult eld.)



A versenyen A 22, B és C egyarant 9-9 pontot szerzett. A 100 m-es sikfutast B nyerte. Mennyi M, és ki volt a
masodik magasugrasban?

2. Oldja meg a kovetkezs egyenletet a pozitiv egész szamok halmazan!

zyz +rz+yz —axy —xr —y+ z = 1986.

3. Egy haromszog a oldala 4 egység, cos o = = és a haromszog koré irt kor sugara legfeljebb 4 egység.

Tudjuk, hogy a haromszog minden oldalanak mérGszama egész szam. Hatarozza meg a b és ¢ oldal hosszat!
I1. kategoria

1. N olyan szam, amelyrdl a kovetkezdket tudjuk:

a) N egy természetes szam négyzete;

b) N a tizes szamrendszerben olyan négyjegyi szam, amelynek minden jegye kisebb 7-nél;

¢) ha N mindegyik szamjegyét noveljiik 3-mal, akkor ismét egy természetes szam négyzetét kapjuk.
Melyik ez az N szam?

2. Jelolje a, b, ¢ valamely haromszog oldalainak hosszat, tovabba rendre A, B, illetve C' ebben a haromszogben a
megadott oldalakkal szemben 16v6 szogek mérGszamat!
Bizonyitsuk be, hogy ha
ab? cos A = bc? cos B = ca’ cos C,
akkor a haromszog egyenl oldalal

3. Igaz-e, hogy ha u és v olyan két valés szam, amelyekre u, v és uv egy racionélis egyiitthatéji, harmadfoku
polinom héarom gydke, akkor uv racionélis?

III. kategoria

1. Egy haromszog oldalainak hossza 3, 4 és 5. Hany olyan egyenes létezik, amely a haromszoget ugy vagja ketté,
hogy a két rész egyenld keriileti és egyenld teriileti is?

2. Nevezziik el tiiskés kockdnak azt a testet, amit gy kapunk, hogy a kocka minden lapjara kifelé egybevagd
szabalyos négyoldala galakat allitunk; a kocka lapjai a gulak alaplapjai. Mekkora lehet maximélisan a 2-es élhossztsagu
kockabol szarmaztatott tiiskés kocka térfogatanak és felszinének aranya?

Bizonyitsuk be, hogy a maximumot adé test élei egyenldk!

Kitolthet6-e a tér a maximumot adé egybevagd testekkel egyrétien és hézagtalanul, azaz gy, hogy a tér minden
pontjat legalabb egy test a belsejében vagy a hataran tartalmazza és két testnek nincs kézos belsé pontja?

3. Az f fiiggvény a [0; 1] intervallumban van értelmezve, és ha x; # x4, akkor

|f(z2) — f(21)] < |22 — 21],
tovabba f(0) = f(1) =0.
Bizonyitsuk be, hogy az értelmezési tartomany barmely x1, xo értékpérjara teljesiil a kovetkezs egyenlGtlenség:

F(e2) = Fa)] < 5.

IV. kategoéria

1. Egy természetes szamot csupaegynek hivunk, ha tizes szamrendszerbeli felirAsdban minden szamjegye l-es (pl.
11, 111, 11111, csupaegy, de 101 nem az).

Mely m természetes szamokra létezik m darab csupaegy dgy, hogy ezek mind kiilonb6z6 maradékot adnak m-mel
osztva?

2. A |0; 1] intervallumon értelmezett folytonos f fiiggvényre f(0) = 0, f(1) = 1, tovabba minden 0 < z < 1
értékhez van olyan h, hogy 0 Sx —h<x+h <1 és
flx—=h)+ f(x+h)

fla) = S .

Igazoljuk, hogy f(z) = 2 minden 0 < x < 1-re!

3. Legyenek egy haromszog cstucsai Ay, Aa, As, a stulypontja S.
Messék az A1S, A2S, A3S egyenesek a haromszog koré irt kort méasodszor a By, Be, Bs pontokban. Igazolja, hogy

SBy + SBy+ SB3 2 A1S + A5 + AzS!



