Bevezetés: A poélus, a polaris és tulajdonsagaik

A P és Q pontokat a k korre nézve konjugdltaknak nevezzik, ha a PQ atmérdjd kor k-val ortogonalis helyzetd (1.
abra).

1987-01-009-1.eps

1. dbra

Azoknak a pontoknak a halmazat, amelyek egy adott P pontnak konjugaltjai az O kozepii, r sugaru k korre
vonatkozbéan, P poldrisinak nevezziik k-ra nézve.
A tovabbiakban rogzitjiikk a k(O, r) kort és elhagyjuk a ,k-ra nézve” kifejezés ismételgetését.

L tulajdonsdg (a polaris szerkesztése). Tetsz6leges (O-tol kilonb6z6) P pont polarisa egyenes, amelyet a 2. abran
lathaté modon szerkeszthetiink meg (a szamok az egymés utani szerkesztési lépéseket jelolik).
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2. dbra

Ha az [ egyenes a P pont polarisa, ezt ugy is mondjuk, hogy P az [ egyenesnek pdlusa.

II. tulajdonsdg (a polus szerkesztése). Tetsz6leges egyenesnek, amely nem megy at O-n, pontosan egy poélusa van,
amit a 3. dbra szerint szerkeszthetiink meg (amennyiben az egyenes metszi a kort; M az egyenes egy kiils6 pontja).
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3. dbra

III. tulajdonsdg (kolcsondsség). Ha a P pont [, polarisa atmegy egy @ ponton, akkor @) polérisa, lg, atmegy P-n.

IV. karakterisztikus tulajdonsdg. Az M pont akkor és csak akkor van rajta a P pont [, polarisan, ha

(1) OM? — PM? = 2r* — OP?.

A tulajdonsagok bizonyitasat az olvasora hagyjuk.

A podlus és a polaris fogalmanak alkalmazasai

1. példa (az érint6k polaris tulajdonsaga). Ha a P pontbol tetszbleges szel6t huzunk a k kérhoz, majd a keletkezs
metszéspont-parokban érintéket htizunk k-hoz, az érint6k metszéspontjai egy allandé egyenesen vannak.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ez az egyenes éppen P polérisa. Ha P kiils6 pont, akkor az I. tulajdonsag alapjan
ez a P-bél k-hoz hizott érint6k C, D érintési pontjait 0sszekots egyenes.

Legyen PAB egy szels, az A-bol és B-bdl huzott érint6k metszéspontja @ (4. dbra; most még nem tudjuk, hogy @
a CD egyenesen van!).
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4. dbra

Az AB egyenes az L. tulajdonsag alapjan () poléarisa. Mivel ezen rajta van P, azért @ is rajta van P polérisan, a
CD egyenesen (a kolcsonosségi tulajdonsag alapjan).

2. példa (a szelSk polaris tulajdonsaga). Ha a @ kiils6 pontbdl két tetszbleges szel6t huzunk a k korhoz, akkor
a keletkez6 metszéspontok altal meghatarozott hurnégyszog atléinak metszéspontja, valamint a Q-t nem tartalmazé
oldalegyeneseinek metszéspontja egy, csak a Q-tol fliggs egyenesre, a @) polarisara illeszkednek.
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5. dbra

Bizonyitds. Legyen AC és BD metszéspontja P, AD és BC-é R (5. abra). Bebizonyitjuk, hogy a P, @, illetve R
pont polarisa rendre QR, PR, illetve PQ, amibdl kovetkezik az allitds. A QBC, QAC és RAC haromszogek koriilirt
korei legyenek k1, ko, ks, messék ezek a QR, QP, PR egyeneseket rendre az M, N, S pontban (6. abra).
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6. dbra

Mivel

(2) BMR< = BCQ< = BAD«,

tovabba
ANP< = ACQ< = 180° — DCA< = 180° — DBA< = QBP«

és RAP<t = RSC«, ezért az MBAR, NABP és SCBP négyszogek hurnégyszogek.
Ekkor a pont korre vonatkoz6 hatvanyanak tulajdonsagai alapjan

(3) QM -QR=QB-QA=0Q* -1,
(3") MR-QR=RB-RC =OR* -,
(4) QN -QP=QA-QB=0Q* —r?*,
(4) PN -QP = PC-AP =r* - OP?,
(5) RS-RP =RC-RB = OR? — 12,
(5 PS-RP=PC-AP =1*- 0P
Ha (3)-at és (3')-t osszeadjuk, valamint (4)-b6l (4')-t és (5)-b6l (5')-t kivonjuk, azt kapjuk, hogy

(6) RQ? = 0Q? + OR? — 27,

(7) PQ* = OP? + 0Q* — 21,

(8) PR?* = OP?* + OR? — 2r°.

(A fordité megjegyzése. Az olvasora hagyjuk a hasonlo allitds megfogalmazasat és bizonyitasat arra az esetre, ha egy a k
belsejében levs @ pontbol indulunk ki.)

(7) és (8), (6) és (7), illetve (6) és (8) alapjan @ és R, illetve P és R, illetve P és @ rajta van P, Q, illetve R
polarisan, amibdl kovetkezik allitasunk.

(A fordité megjegyzése. Amennyiben az AD és BC egyenesek parhuzamosak, ez a bizonyit4ds nem alkalmazhato, hiszen nem
jon létre az R metszéspont.
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6.a dbra

Ilyenkor ABC'D szimmetrikus trapéz (6/a abra) és
AOB< =2ADB<« = ADB< + ACB< = APBJq,

és igy ABPO hiurnégyszog. Ekkor viszont

0Q-QP =QA-QB =0Q* —r°.

Szorozzuk meg ezt 2-vel és alkalmazzuk a kovetkezd Osszefiiggéseket :

0Q =QP+0OP, QP=0Q-O0P,
(QP +OP)-QP + 0Q(0Q — OP) = 20Q° — 2r°.

Rendezve :
QP* 4+ 0Q* — OP(0Q — QP) = 20Q* — 2r°,
N e’

oP
azaz

QP? =0Q* + OP? — 2%,
igy P rajta van @Q polarisan.)
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7. dabra

Az eddigi eredményeket Gsszesitve mutatja a 7. abra; lathatjuk, hany kiilonb6z8 nevezetes pontja van a P (kiilss)
pont polarisdnak: a T' és T érintési pontok, az ABCD négyszdg AD és BC oldalainak, illetve atloinak metszéspontja
(Rés Q) ésaz A, B, illetve C, D pontparokban huzott érint6k metszéspontjai (M és N).

3. példa (Brocard tétele). Legyen P, Q, és R a k-ba irt ABC D hurnégyszog atloinak, illetve szemkozti oldalpéarjainak
metszéspontja. Ekkor a PQR haromszdg magassagpontja egybeesik k kdzéppontjaval, O-val.

Bizonyitds. Mint az el6z6 feladatban lattuk, P, @ és R polarisa a QR, PR, illetve PQ egyenes. Mivel egy pont
polarisa mer6leges a pontot O-val 6sszekdts egyenesre, OP 1 QR, OQ 1. PR és OR L PQ, amibdl kovetkezik, hogy
a PQR haromszog magassagpontja O (8. abra).
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8. dbra

4. példa. Legyen X1X2X3X4 a k-ba irt harnégyszog (ebben a koriiljarasban konvex), és z;; az X;-bol és X;-bol
hazott érint6k metszéspontja. (i # 7, i, j = 1, 2, 3, 4). Ekkor az X7 X9 X3X, és az X12X03X34X41 négyszogek atloi
egy kozos pontban metszik egymast.
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9. dbra

Bizonyitds. Legyen X1 X3 és XoX4 metszéspontja P, X1 Xo0-6 6s X3X4-6 Q, X1X4-6 és XoX3-¢ R (9. dbra). Mivel
az X1 X5 és X3X, szelok atmennek Q-n, P és R rajta van ) polarisan. Mivel pedig X4 és X34 is rajta van (X12 mint
az X1, Xo-beli érint6k kozos pontja), azért az X12 X34 egyenes @ polarisa, tehat atmegy P-n.

(Hasonléan kapjuk, hogy X23X41 is atmegy P-n. (Ha X1 X, és X3X4 vagy XoXs és X1X4 parhuzamos, a bizonyitast a
»veégtelen tavoli” egyenessel kiegészitett — projektiv — sikon érdemes elmondani. A ford.)

5. példa. A k koron adott 6t pont: A, B, C, U és V. Legyen UA és V B metszéspontja M, UB és VA-é My, UB és
VC-é¢ N,UC ésVB-é N1,UC és VA-é¢ P,UA és VC-é P,. Ekkor az M My, NN, PP, egyenesek egy ponton mennek
at vagy parhuzamosak.

Bizonyitds. Ha a harom egyenes parhuzamos, kész vagyunk; ha nem, akkor van koztiik olyan — feltehetjiik, hogy
MM, —, amelyik metszi a masik kettot.

Legyen M M, és N N; metszéspontja K, MM, és PPy-é K. Mivel az ABVU és BCVU négyszogek k-ba vannak
irva, ezért K polarisa atmegy az AB és UV illetve a BC' és UV egyenespar metszéspontjan (10. abra). Ebb6l kovetkezik,
hogy K polarisa UV.
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10. dbra

Hasonléan kapjuk az ABVU és ACVU négyszogekbsl, hogy Ki poléarisa atmegy az AB és UV, illetve az AC
és UV egyenespar metszéspontjan, azaz K; polarisa is UV. Eszerint K és K; polérisa egyarant UV, ami csak ugy
lehetséges, ha K azonos K;-gyel.

Azt is kénnyen lathatjuk, hogy a harom egyenes pontosan akkor parhuzamos, ha UV a k-nak atmérgje.

(A fordito megjegyzése. Jelen esetben a polust és a polarist egy specialis kiipszelet (kor) segitségével definidltuk, és a bizo-
nyitasoknal eléggé kihasznaltuk az eukleidészi sik specidlis tulajdonsagait.

A projektiv geometriai megkozelitésben forditott sorrend is elképzelhets: eldszor bevezetjiik a polaritas fogalmat (ez pontot
egyenesbe, méasfelél egyenest pontba vivs, illeszkedéstarté transzformacié, amely a pontnak megfelel§ egyenest visszaviszi a
pontba.

Ezutan a P pont képét elnevezziikk P polarisanak (az adott polaritasra nézve), az | egyenes képét | polusanak. Két pontot
konjugaltnak neveziink, ha rajta vannak egymas polarisan, egy pontot pedig énmagaval konjugaltnak hivunk, ha rajta van a
sajat polarisan.

Végiil kupszeletnek nevezziik az 6nmagaval konjugalt pontok halmazat.)

Feladatok

1. Adott a k kor és a p egyenes. Az egyenes egy O7 pontja koriil megrajzoljuk a ki kort, amelynek sugara egyenls
az O1-bdl k-hoz huzott érinté hosszaval. Ez k-t P-ben és (Q-ban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy ha O; végigfut p-n, a PQ hurok egy ponton mennek at vagy pedig parhuzamosak.



2. A k1(O1, r1), ko(Oa2,79) korok A, B-ben metszik egymast, és O1AO3< = O1BO2<t = 90°. Az A, B szakasz
meghosszabbitasan felvessziik az O pontot és megrajzoljuk a k(O, r) kort, ahol r az O-bol ki-hez (vagy ko-hoz)
huzhaté érinté hossza. Ez ki-et Pp, Q1-ben, ko-t Ps, QQ2-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy a P1Q;1 és P>(Q2 egyenes

atmegy O1-n, illetve Og-n.
A Kvant-bol forditotta Kis Géza



