A szelidit6 belép az oroszlan ketrecébe. Azonnal latja, hogy a vadallat morcos kedvében van. Az ajté azonban
becsapddott és beliilrl nem is nyithato, raadéasul senki sincs hallétéavolsagban. A szelidits tudja, hogy 6 és az oroszlan
egyforméan gyorsak. Természetesen kivancsi, vajon

a) van-e olyan stratégiaja, amellyel tetsz6leges ideig el tud menekiilni, fiiggetleniil attol, hogy a bestia mit tesz;
vagy

b) létezik-e a (végtelen intelligencidjunak feltételezett) oroszlan szaméra olyan stratégia, amelyet kévetve képes
megfogni 6t, barmit is tesz ellene

— Ha a ketrec az egész sik lenne — topreng az ember banatosan —, akkor az oroszlan kezdeti helyétél egy egyenes
mentén egyre tavolodva futnék, és biztos megmenekiilnék. De sajnos ott van a racs. Igy azutan nagyon ugy néz ki,
hogy a szelidit6bdl az allatok kiralyanak taplaléka lesz.

Célunk, hogy felviditsuk szegényt, és ezért bizonyitjuk, hogy meg tud menekiilni (1. tétel). S6t ha a tamadas a
Szahara kézepén tortént volna, még egy palmafat is iiltethetne, és ezt kovetSen tudna ugy mozogni, hogy (i) mindig a
fa arnyékaban marad, fliggetleniil ennek méretétdl, (i4) utja konvergal egy Sim, ponthoz, és a bestia mindvégig éhen
marad. Szinte sziikségtelen hozzatenni, hogy emberiink titokban fogja tartani az Sy, pont helyét. Ez mar csak azért
is konnyen fog menni, mert maga sem tudja, hol lesz ez a pont; ennek helye ugyanis fiigg az oroszlan mozgasatol.

1. Tétel. Adott pozitiv p mellett van a szeliditének olyan stratégidja, amelyet kévetve meg tud menekilni az oroszldn
eldl és e kizben soha nem keril induldsi pontjatol p egységnél tavolabbra.

2. Tétel. Adott pozitiv r mellett van a szeliditdnek olyan stratégidja, amelyet kovetve (i) soha nem keril a kiinduldsi
helyétél r egységnél messzebbre, (ii) itja konvergdl egy ponthoz, amit nem feltétleniil ér el, de ekiézben az oroszldn nem
tudja elfogni.

Az 1. tétel A. S. Besicovitch-tol szarmazik. Az eredeti bizonyitas alapotletét fogjuk hasznélni, de a mi bizonyitasunk
taldn konnyebben kovethetd.

Az 1. tétel bizonyitdsa

Jelolje |PQ| a P és @ pontok tavolsagat. Legyen Og és Sy az oroszlan és a szelidité kezdeti helyzete. Feltehetjiik,
hogy So # Og. Legyen p > 0 adott.

1. A szelidits valaszt egy tetszbleges S pontot a ketrec belsejében tgy, hogy az egész SpS; szakasz is a ketrecen
beliil legyen és teljesiilnek a kovetkezok:

1 1
S0 S1| < 5P |S0S1| < §|3000|-

1
Mivel S; a ketrec belsejében van, létezik olyan ¢ pozitiv szam, hogy ¢ < —p és az S; kézépponti, ¢ sugari korlemez

teljes egészében a ketrec belsejében fekszik. A szelidits a t6le telhetS legnagyobb vmax sebességgel egy egyenes vonal
mentén atfut Sp-bol Si-be. De el6bb még atgondolja, hogy dtja sordn az oroszlan nem tudja elkapni, hiszen O-val és
S-sel jelolve az oroszlan és a szelidité helyét egy adott pillanatban, az 1. abra szerint

|OS| > |00So| — [S0S| — [O0O] > [0 So| — [S0S| — [S0S| > [O0So| — 2[S0S1| > 0.

1986-10-295-1.eps
1. dbra

Amig az ember Sy-bol S1-be rohan, az oroszlan valamilyen vonalon eljut Og-bol mondjuk O1-be. Miel6tt a szelidits
S1-b6l tovabbindulna, slirgésen bebizonyitja az aldbbi 1. lemmat.

1. Lemma. Ha a, =1/n, n=1, 2, 3, ..., akkor
ar+az+az+...=00 s ai+az+a3+...<2.
Bizonyitas: Mivel
1
ak+1+ak+2+---+a2k2ka2k:§

minden k£ =1, 2, ...-re, az a; + as + as + ... végtelen sorban van végtelen sok diszjunkt, egyméas utani szadmokbol
4ll6 blokk, melyek dsszege legalabb 1/2. Igy vilagos, hogy a sor divergens.

L Itt, elvben, még egy lehetGség van: akr a szelidits, akar az oroszlan valaszt stratégiat, a masik tud nyerni a stratégia ellen. Bar szinte
magatol értet6dd, hogy ez esetiinkben nem lehetséges, ennek szigorti bizonyitasa lényegesen meghaladna lapunk kereteit. — Szerk.



Masrészt ha N =2, 3, ..., akkor

23Tt NSOV T

1 1 1 1 1 1
_1+<1_§>+<5_§>+“'+<ﬁ_ﬁ>_2_N<2'

Miutéan a szelidit6 bizonyitotta a lemmat, egy darab krétaval, amit az oroszlan volt szives odadobni neki, gondosan
megjeloli a ketrec padléjan az S; pontot.

2. Tegyiik fel, hogy emberiink épségben (anélkiil, hogy az oroszlan elfogyasztotta volna) elérte az So, S1, S2, ..., Sn
pontokat valamilyen n természetes szamra. Jelolje O,, azt a pontot, ahol az oroszlan tartozkodik, amikor a szeliditd
Sn-ben van. Emberiink sietve bebizonyitja a 2. lemmat:

2. Lemma. Ha a szeliditd mazimadlis sebességgel fut S,-bdl az S, O, szakaszra merdleges e egyenes mentén, az
oroszldn nem tudja utolérni.

Bizonyitas: Legyen O, S’ az oroszlan, illetve a szelidit6 helyzete (2. abra).
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2. dbra

Ekkor
|O'S"| > |50 | — 10,0'| > 15’0y —18,S’| > 0.

Az oroszlanszelidit$ és a matematikai pontossiag szempontjabol egyarant életbevagd, hogy az utolso egyenlGtlenség >
és nem >.

A lemma bizonyitasa utdn a szelidité maximalis sebességgel szalad az e egyenesen —a,q tavolsagra, gy vélasztva

meg az irdnyt, hogy ha csak az el6z6leg megjelolt S7 pont nincs rajta véletlenill az S,,0,, egyenesen, futas kbézben
eleinte kozeledjen hozza. (3. abra).
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3. dbra

(Pillanatnyilag még fél attol, hogy futés kozben nekimegy a ketrecnek és Gsszetori magat, amivel az oroszlan szabad
prédajava valik. A 3. lemma szerencsére eloszlatja ebbéli aggalyat.)
Ha ezt a szabélyt koveti, a 2. lemma szerint az oroszlan nem tudja elkapni. Utjanak hossza Osszesen

1
[SoS1| + Eq(al +ast+az+...),

ami az 1. lemma szerint végtelen. Es mivel vy, véges, a leirt mozgas a végtelenségig tart. Mar csak azt kell megmu-
tatnunk, hogy az S,, pont valoban a ketrec belsejében van. Ez kovetkezik abboél, ha megmutatjuk, hogy

|SlSn|<q, n=1,2, ...,.

3. Lemma.

1 2
Sn 151" = [SnS1|* < <§anQ> n=1,2, ...,

Bizonyitas: Jelolje d,, az S1 pontnak az 5,0, egyenest6l vett tavolsdgat, és @, az S1 mer6leges vetiiletét az e
egyenesen.

1
1. eset d,, < 7and (4. abra). Ekkor

1 2
1904151 )% = [S01Qnl? +1QuS11> £ | zang) +1S.5:.
2
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4. dbra
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5. dbra

1
2. eset. d, > g (5. abra). Ekkor

1 2
1Sn1S1)° < 1SnS1I° < |SnS1? + <§anq) .

Ezzel a 3. lemmat be is bizonyitottuk.
A lemmaban n helyébe 1, 2, ..., m — 1 értékeket helyettesitve adjuk Ossze a kapott egyenlStlenségeket:

1\? 1\? 1
|SmSl|2§ (§q) (a2 4a3+4...a% ) < (Eq) (af+a§+...)§§q2<q2,

és igy |SmSn| < ¢. Ezek szerint ¢ véalasztasa miatt az egész SpS152 ... ut a ketrec belsejében fekszik. Tehat valoban
megmentettiik az oroszlanszeliditét. Végiil vegyiik észre, hogy

1
[S0Sm| < [SoS1] 4+ 515m| < §P+ q<p.

A 2. tétel bizonyitdsa

Egy alkalmasan valasztott délibab segitségével a szelidité konnyedén elképzelheti, hogy az oroszlannal egyiitt egy

ketrecben vannak, és igy kiilonb6z6 Sy és p értékekre alkalmazhatja az 1. tételt. Legyen a szelidité kiindulasi pontja
1

SY és legyen az 1. tételben Sy = S°, p = > Hasznaljuk a méar leirt stratégiat egészen addig, amig az ember Aaltal

megtett ut hossza el nem éri az s-et, ahol s egy tetszdleges, de rogzitett természetes szam. Jelolje S' azt a pontot,

1
ahova igy eljutott. Most valtoztassuk meg a stratégiat az So = S, p = —r értékeknek megfelelden. Ezt ismeét csak

addig kovessiik, amig az ebben a fazisban megtett Gt hossza az S? pontnal eléri az s-et. Most megint megvaltoztatjuk

1
az eljarast az Sy = S2, p = —r valasztasnak megfelelGen, és emellett is kitartunk egy ujabb s hossza 1t erejéig stb.
Az igy menekiil6 embert az oroszlan az egyes részfutamokban az 1. tétel szerint nem éri utol, az Gt Gsszhossza
Osszesen s + s+ s+ ..., vagyis a szelidité 6rok idékre megmenekiil.
Allitsuk meg emberiinket S*-bol S¥T1 felé futtaban egy P pontban azért, hogy megvizsgalhassuk helyzetét. Hogy
ez ne okozzon gondot a menekiilésben, tekintsiik e mdvelet idejét nullanak. Vegyiik észre, hogy

11
|SOP| < |S°SY| 4 81S% + ...+ |SFP| < SRR <,

1 okt1

és igy allanddan élvezheti a palmafa arnyékat, feltéve, hogy r elég kicsi,
Még azt kell bizonyitani, hogy a szelidits palyaja konvergens. Minden S* utani fazisban, mikor emberiink mondjuk
S és ST koz6tt egy @ pontban van,

|SkQ|§ |Sksk+1|+|sk+18k+2|+”.+|8a718a|+|SQQ|S

g 1\ FH1 . 1\ A2 - 1\ ) 1\ ot ) 1\F
<r 5 5 e 5 5 r{3) >
ami tetsz6legesen kicsi, ha k elég nagy. Felhasznélva Cauchy konvergencia kritériumdt, kdvetkezik, hogy az ut konvergal

egy ponthoz. Magat a kritériumot ezen a szinten nehéz volna pontosan megfogalmazni, mert lényegesen tulhaladna
ennek a kis jegyzetnek a kereteit.

Tanulsag: Ha egy oroszlannal keriilnél szembe, semmi ok az aggodalomra, feltéve hogy akarmilyen kicsire 0ssze
tudod huzni magad, és akarmilyen nagy gyorsulast el tudsz viselni.



