(Megjegyzés a 2508. feladathoz

A 2508. feladatban olyan 6todfokt f polinomot kellett megadni, amelyre teljesiil, hogy [f(z) — 1]-b6l (x + 1)?,
[f(z) + 1]-bol pedig (z — 1)* kiemelhets. Azt, hogy ilyen polinom létezik, a feladat feltételezte.
De vajon akkor is létezik-e megoldas, ha a konstansokat megvaltoztatjuk, azaz: megadhaté-e olyan n-edfoku f

polinom, amelyre teljesiil, hogy [f(z) — a;]-b6l (xz — 5;)7 kiemelhets, ahol oy, as, ..., ag, f1, B2, ..., Br adott valos
szamok, v1, Y2, - - ., 7k adott pozitiv egészek?

Ez a kérdés emlékeztet egy szdmelméleti problémara:

Legyenek mq, mq, ..., mg; a1, as, ..., ai egész szamok. Létezik-e olyan M egész szam, amelyre teljesiil, hogy

M — a; oszthatd my;-vel?

A probléma igy egy bizonyara sokak altal ismert feladattipus altaldnos megfogalmazasa. Példaul a kdvetkezd for-
méaban talalkozhattunk vele: ha néhany gyereket parosaval allitunk sorba, akkor egy gyerek marad a sor végén, ha
harmasaval, akkor pedig kett6. Hanyan maradnak, ha hatosaval allitjuk éket sorba?

A kérdés megvalaszolasahoz olyan M szamokat kell keresniink, amelyek 2-vel osztva 1, 3-mal osztva pedig 2 mara-
dékot adnak, azaz M — 1 oszthat6 2-vel, M — 2 pedig oszthat6 3-mal. Egyszerien belathato, hogy éppen a 6-tal osztva
5 maradékot ad6 szadmok rendelkeznek a fenti tulajdonsaggal.

Ami az altalanos szamelméleti problémat illeti, a széban forgd M szam nem feltétleniil létezik. Legyen példaul
mi1 =4, my =6,a; =1 ¢és aay =2. Ha most M — 1 oszthatd 4-gyel, akkor M péaratlan és igy M — 2 nem lehet
6-tal oszthato. Ebben a példaban m; és ms is paros volt, és hasonl6 ellenpélddk készithetSk altalaban is, ha az adott
mi-k kozott vannak paronként nem relativ primek. A 2508. feladatban szerepls my (z) = (z +1)% és ma(z) = (x — 1)*
polinomok azonban szadmelméleti szempontbol nem ilyenek. Nincs kozos tényezGjiik, a legnagyobb kozos osztojuk 1.
Nos, ha az adott m; szamok paronként relativ primek, akkor mér igennel valaszolhatunk a feltett kérdésre, ahogy ezt
az alabbi tétel allitja:

(I) Kinai maradéktétel

Ha mq, ma, ..., my pdronként relativ prim egész szamok és ai, az, ..., aj tetszdleges egész szamok, akkor az
M = a; (mod m;) kongruencidknak van kozds M megolddsa, és a megolddsok kongruensek modulo my - msg - ... my.

A tételt megfogalmazhatjuk a polinomok nyelvén is:

(IT) Ha az m1, ma, ..., my polinomok pdronként relativ primek (azaz nem emelhetd ki beldlik ugyanaz a legaldbb
elséfoki polinom), a1, as, ..., ar pedig tetszdleges polinomok, akkor van olyan M polinom, amelyre teljesil, hogy
[M(x) — a;(x)]-b6l m;(x) kiemelhetd; barmely két ilyen M polinom kilonbségébsl mq(x)-ma(x)-. .. -mi(x) kiemelhetd.

Ez az atfogalmazas annyira szerencsés, hogy még a bizonyitasa is szinte szorol szora megegyezik (I) bizonyitasaval.

(III) A maradéktétel bizonyitisa

. . . . . , mip-mo... Mg .

a) Mivel mq, ma, ..., my paronként relativ primek, m; és my -mo-...-mi_1 -Mijpq1 ... -Mmpy = ———————— s

my;

Mm% — 1 (mod m,). Ekkor pedig

relativ primek. Ekkor viszont létezik olyan b; egész szam, amelyre b; -
mg
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M = E a<b’-75aibi-75ai-1:ai (modmi)
VR
—1 m; my;
j=

minden 1 <7 < k-ra.
b) Ha M, és My két megoldas, akkor My — My oszthaté my, me, ..., m; mindegyikével, igy [mq,ma,...,my] =
mims ... mg-val is, tehét
Ml EMQ (mod mlmg...mk).

Megforditva, ha M; megoldas és My = M; (mod mims...my), akkor My is megoldas. A megoldasok tehat egy
modulo mimes ... m; maradékosztaly elemei.

(A kinai maradéktétel legalabb 2000 éves — termeészetesen nem ebben az altalanos forméban. Torténetérsl Davis—
Hersh: A matematika élménye c. miiben olvashatunk, Miszaki Konyvkiado, 1984. Az utébbi idGben a tételt nagy
szamokkal végzett szamitasokra kidolgozott algoritmusokban alkalmaztdk eredményesen. Errél b&vebben: Lovasz—
Gacs: Algoritmusok, Miszaki Kényvkiado, 1978 c¢. mii ,Modularis algoritmusok” c. fejezetében olvashatunk. A szerk.)

Ahhoz, hogy ugyanezt a bizonyitast elmondhassuk (II)-re is, csupan egy felhasznalt tételt kell bebizonyitanunk.

(IV) Ha p és q relativ prim polinomok, akkor van olyan r polinom, hogy r(x) - p(x) = 1 (mod ¢(x)), azaz vannak
olyan r és s polinomok, amelyekre teljesil, hogy r(x) - p(x) — s(x) - g(x) = 1.

LA 2508. feladat megoldasa az 1985. évi 10. szam 442-444.0ldalan olvashato.



A bizonyitashoz az euklideszi algoritmus modszerét alkalmazzuk. Legyen p fokszama o, ¢-¢ 5. Ha o 2 3, akkor
legyen

ellenkezs esetben

P(z) =p(x) és Qz)=q(z)— % cpPe -p(x),

ahol h a p és ¢q polinomok f6egyiitthatéinak hanyadosa. P vagy @ fokszama ezzel kisebb lett, mint p, illetve ¢ fokszama,
masfelsl P és @ tovabbra is relativ primek, hiszen ha egy nem konstans f(x) polinom kiemelhet6 lenne beléliik, akkor
ugyanez kiemelhet§ lenne

p(z) = P(x) + ha*PQ(z) & q(z) = Q(z)-bdl, illetve

p(z) = P(z) é q(z) = Qz) + %xﬁ_O‘P(x)—b(jl is.

A fenti fokszamcsokkentés éppen az euklideszi algoritmus maradékos osztasanak els6 fazisa és (IV) bizonyitasan
tul az allitasban szerepls r(x) és s(x) polinomok kiszamolaséra is alkalmas algoritmus egy lépése.
Lassuk tehat a bizonyitast a p és a ¢ fokszaménak Osszege szerinti teljes indukci6val!

1
Ha p és q fokszamanak 6sszege 0, akkor mindkét polinom konstans, és r(x) = — és s(z) = 0 megfelels. Tegyiik fel,

hogy a bizonyitast elvégeztiik azokra az esetekre, amikor a fokszamok Gsszege kisebb, mint n.

Bebizonyitjuk az allitast akkor is, amikor ez az Gsszeg éppen n. Definidljuk a P és @ polinomokat az el6bbiek
szerint! Ezek relativ primek, és fokszamaik Gsszege kisebb, mint p és ¢ fokszamanak Osszege, n. Ezért az indukcios
feltevés szerint léteznek olyan R és S polinomok, hogy R(z) - P(x) — S(z) - Q(x) = 1.

1
Most, irjunk P(z), Q(x) helyére p(z) — ha® Pq(x), q(z)-et, illetve p(z), q(z) — E;vﬁfo‘p(x)—et:

R(z) - [p(x) — haFq(2)] = S(z)q(z) = R(z)p(z) — [he® " + S()] - q(x) = 1,

illetve

= [ R o) - SCoale) = 1.

1
Azt kaptuk tehat, hogy r(x) = R(z) és s(z) = S(z)+hz® P, illetve r(z) = R(z)+ Exﬁ*a és s(z) = S(x) megfeleld.

Most méar bebizonyithatjuk a (II) allitast:
(V) a) Mivel az my, ma, ..., mg polinomok koziil semelyik kettének nincs kozos (komplex) gyoke, m;-nek és
mimso... M mimso ... Mg

. k . . ,
My Mg ... -My_1-Mit1 - ... M = —————-nek sincs, tehat m; és

relativ primek.
mg

my(x)me(x). .. m;g(gc)Z
m;(x)

(IV) alapjan tehat létezik olyan b; polinom, hogy |b;(x)
Ebbél pedig kovetkezik, hogy

— 1{-b8l m;(z) kiemelhets.

M(x) = ai(x)bi(z) ml(x)m:rff()x.)' : mk(33)+

my(x)me(x)...mg(x)
ma(x)

Faz(z)ba(x)
megoldas, hiszen minden 1 <7 < k-ra

M(z) = ai(z) = a1 (z)bi(2)

my(z) ... mg(x)

+ai+1(2)biy1(z) miy1(x)

+ ...+ ap(z)bi(2)
minden tagjabol kiemelhets m;(z).
b) Ha M, és My két kiilonb6z8 megoldas, akkor My — Ma-b6l my, ma, ..., my mindegyike kiemelhets. Ekkor
viszont Osszes (komplex) gyoktényezGjik kiemelhets, igy mims ... my is, ami ezek szorzatanak egy konstansszorosa.
A megforditas ugyanagy bizonyithato, mint a kinai maradéktétel:



Ha Mj megoldas és My — Ma-b6l mims . .. my kiemelhets, akkor My is megoldéds, mert minden 1 <4 < k-ra
Ma(z) — ai(z) = [Mi(z) — ai(z)] — [Mi(z) — Ma(x)]-bol

m;(x) kiemelhetd.

Ezzel (II)-t bebizonyitottuk.

A 2508. feladatban szereplsé polinomok egyiitthatoi egész szamok voltak, igy joggal vetédik fel a kérdés, vajon
varhato-e, hogy a kapott M polinom is ilyen. A kulcsfontossagu (IV) allitas bizonyitasanak indukcios lépésében a P(x)
és a Q(z) egylitthatoinak szdmolasakor a p(x) és a q(x) f6egyiitthatoinak h hanyadosat hasznaljuk, ami nem sziikség-
képpen egész, igy a végiil kapott r(z) és s(z) polinomok egyiitthatoirol csak annyit allithatunk, hogy racionalisak, és
igy a felhasznalasukkal nyert M polinom is ilyen.

A (II) tételben ugyanakkor a komplex szamtestbe agyazva fogalmaztuk meg az m; polinomok relativ prim voltat. Az
oszthatosag ténye a polinomok k6zott fiigg attol, hogy milyen szamkorbdl valok az egylitthatok. Az egész egyiitthatos
polinomok kérében példaul a 2x + 2 polinom nem osztoja a 3z + 3z polinomnak, a racionalis egyiitthatos polinomok

korében mar igen (322 + 3z = gx(% +2)|.

(A legnagyobb kozos oszt6 — és igy a polinomok relativ prim volta — viszont nem fiigg attol, hogy az egész, a racio-
nélis, a valos vagy pedig a komplex szamkorbdl indulunk-e ki. Az algebra alaptételének felhasznalasaval megmutathato,
hogy ha két egész egyiitthatos polinomnak 1 a legnagyobb kézos osztdja, akkor nem lehet kdzos komplex gyokiik sem;
a feltételben tehat jogosan hasznéltuk az ilyen polinomok relativ prim voltanak e legaltalanosabb jellemzését. A szerk.)

(IT) egyszeri kovetkezmeénye az alabbi tétel.

(VI) Legyenek mq, ma, ..., my pdronként relativ prim polinomok, m; fokszdma ¢;; a1, as, ..., ai pedig tetszdleges
polinomok. Ekkor pontosan egy olyan M polinom létezik, amelynek fokszama kisebb, mint o1 + w2 + ... + g, €s
[M — a;(x)]-b61 m;(x) kiemelhetd (i =1,2,...,k).

Ilyen megoldast elgallithatunk az ismert osztéasi algoritmus segitségével: egy tetsz6leges M ™ polinomot, amely eleget
tesz az M*(x) = a;(x) (mod m;(z)) kongruencidknak, elosztjuk az my(z)-ma(z)-... -mi(x) polinommal, és az osztasi
maradék megfelels lesz.

Az is konnyen lathato, hogy legfeljebb egy ilyen polinom létezik; ha M; és Mo is eleget tenne a feltételeknek,
My — M5 oszthatoé lenne mims ... mg-val. Mivel viszont M; — My fokszama kisebb, mint mimsy...my fokszama,
Y1+ @2+ ...+ @r, azért M1 — Ms csak azonosan 0 lehet, ami ellentmond annak a feltételezésiinknek, hogy My és Mo
kiilonbozé.

Befejezésiil nézziik meg a 2508. feladat egy némiképp szamolasigényes megoldasat a fenti eredmények felhasznala-
saval. Az adatok:

mi(z) =23+ 322 + 3z +1, ma(z) =2 — 322 + 32— 1,
a1(z) =1, ag(r)=-1.

Elgszor irjuk fel azokat az r(z) és s(x) polinomokat, amelyekre a (IV) allitas szerint r(z)-my (z) — s(x) -ma(z) = 1.
Az mq(x) és ma(x) polinomok kozott az euklideszi algoritmust elvégezve és a maradékokat kifejezve:

(1) my(z) = ma(z) + (62% +2), ebbsl 622 +2 = my(x) — ma(x),
(2) ma(x) = <%x - %) (622 +2) + gaz, ebbdl gaz = ma(z) — (627 + 2) <%x - %) ,
(3) 622 +2 = %3: . gaz +2, ebbsl 2= (627 +2)— gaz . %3:

(2)-bdl (1) alapjan

@ = ma(a) = (o) = ma(o)] [ - 5| =

és (3)-bol hasonloan kapjuk (4) és (1) felhasznalasaval, hogy

2=mq(x)- (g{EQ - %3:4—1) —ma(x) - <gaj2 + %x—l— 1>

Ha mindkeét oldalt osztjuk 2-vel, akkor épp a kivant felbontast kapjuk, innen tehat



A (II) tétel bizonyitasa, (V) alapjan most mar felirhatjuk az M polinomot.

M(a) = 1 [s(o)] - PRy (o) ) T
= —s(x) - ma(z) — r(z) - ma(z) = —2a® + éx?’ - gx
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