1. Ha a Pascal-hdromszdg elsd négy sordt a szokdsos maodon felirjuk, majd az egymds ald kerild szamokat dsszeadjuk,
akkor a kévetkezd hét szdmot kapjuk: 1, 1,4, 3,4, 1, 1.
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Ha a Pascal-hdromszég elsd 1024 sorat irjuk fel és az eqymds alatt allo szdmokat dsszeadjuk, akkor az igy adodo
2047 szam kozott hany pdratlan lesz?

I. megoldas. a) Irjunk a Pascal-hdromszogben a paratlan szdmok helyébe 1-et, a parosak helyébe 0-t. Ekkor a
képzési szabalyt annyiban kell modositani, hogy 1 4+ 1 helyett a kovetkezs sorban 0-t kell irnunk annak megfelelGen,
hogy két paratlan szam Osszege paros. A kovetkezékben a modositott haromszoget a modositott képzési szaballyal
fogjuk Pascal-haromszognek nevezni.

Felirva valameddig a haromszoget, a kovetkezs szerkezetet vehetjiik észre: ha 2" szamu sort irunk fel, akkor az
utolsé sor csupa 1-esbdl all, és a kovetkezs 2™ sorban két 2™ sorbdl allo Pascal-haromszog keletkezik egymas mellett,
kozottiik pedig csupa 0 (1. abra). Belatjuk teljes indukcioval, hogy ez minden n-re igaz.

Vilagos, hogy n = 1-re igaz az allitas (mar n = O-ra is).

Tegyiik fel, hogy n-nek valamilyen k értékére a 2F_adik sorban csupa l-es all, szam szerint 2F darab. Ekkor a
kovetkez6 sor két szélén 1-es all, koztiik pedig 2% — 1 darab nulla. A tovabbi sorokban a 0-k szama egyesével csokken,
a két szélén pedig egy-egy djabb Pascal-haromszog keletkezik egyméstol fliggetleniil addig, mig a koztiik levé 0-k el
nem fogynak. Ez a 2F-adik lépésben kovetkezik be. Az ez alatt kialakult két Pascal-haromszdg utolso sora feltevésiink
szerint csupa 1-esbél all, tehat a 28! sorbol allo Pascal-haromszog utolsé sora is csupa 1-esb6l all. A tulajdonsag
tehat oroklsdik. Ezzel belattuk, hogy fennall minden n-re.

b) Felirva n néhéany kezd6 értékére a 2" sorbol allo haromszoget, az oszlopok szerinti Osszegzés a kovetkezd ered-
ményeket adja (a fols6 sorba a sorok szamat, ald az oszlopOsszegek paros vagy pératlan voltat jelz6 0, 1-ek sorozatat
irtuk):
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Azt latjuk, hogy kézépen mindig 1-es all, odaig balrol 1, 1, 0 ismétlédik periodikusan, jobbrol 0, 1, 1; paros hatvany
esetén nincs toredék harmas, paratlan hatvanynal viszont a k6zépss 1-es mellé még egy-egy harmas elsd, illet6leg utolsd
1-ese kertil.

Belatjuk teljes indukcidval, hogy az oszlopOsszegek szerkezete, ha 2™ sortt haromszog oszlopait Osszegezziik, minden
n-re ilyen. Az els6 néhany n értékre mar lattuk, hogy ez igaz.

Az is vilagos, hogy kozépen 1-nek kell allnia, akdrhany sor utan Osszegeziink is, hiszen a haromszogek a)-ban
megallapitott szerkezete szerint az elsé sor egyetlen 1-ese ald a tovabbiak soran mindig 0 keriil.

Tegyiik fel, hogy n valamilyen k értékére igaz az allitas. Osszegezziik a 257! sorbol allo haromszoget gy, hogy
kiilon Gsszegezziik az els6 2% sort és kiilon a tbbit, majd a két keletkezs osszegsort is Osszegezziik. Ezt kivantuk jelezni
a 2. abran. Az a) rész szerint a masodik sorban kétszer ismétlgdik az els6 sorbeli sorozat; a kozéps6 1-esek az elsG sor
elsé 1-ese el6tti, ill. az utolsd 1-es utani hely ala keriilnek.

(1,1,0...1[... 0,1.1]
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2. abra



Ha most k paros, akkor az 1, 1, 0 harmasok ala 0, 1, 1 harmasok keriilnek, ill. a jobb oldalon megforditva. Ezekbdl
osszegezve 1, 0, 1 lesz. Igy a végeredmény a kovetkezo: 1, 1, 0 harmasok kivetkeznek az also sorban a bal oldali kézépsé
1-esig, majd ez utan 1, 0, 1 harmasok. De akkor az els6hoz hozzacsatolva a kozéps6l-est, tovabbra is 1, 1, 0 harmasok
kovetkeznek, mig a fels§ sor kozépss 1-ese el6tt marad még kiilon egy 1-es. Hasonléan a jobb oldalan is marad egy
1-es, majd 0, 1, 1 harmasok kovetkeznek. Ezzel épp a paratlan kitevére vonatkozo szerkezetet kaptuk.

Ha viszont k paratlan, akkor a folsé sor széls6 1-eseit valasszuk kiilon. Ezek utan 1, 0, 1 harmasok kovetkeznek
mindkét oldalrol egészen a kozépss 1-esig. A bal oldalon az els6 1-es alatt az alsé sorozat kézépss 1, 1, 1 harmaséanak
az utolso 1-ese all, utana pedig az 1, 0, 1 harmasok alatt 0, 1, 1 harmasok. Igy 6sszegzéskor csupa 1, 1, 0 harmasokat
kapunk a kozéps6 1-esig. Jobbrol ennek a tiikorképe all, igy ebben az esetben a paros kitevének megfelels szerkezet
adodott. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

A feladat 2'°, tehat a paros hatvany szamu sor utani Osszegezés esetén kérdezi a paratlan oszloposszegek szamat.
Ekkor 2046 /3 6sszegharmas keletkezik 2-2 paratlan sszeggel, és ehhez jarul még a kozépss paratlan Gsszeg, ami egyiitt
1365 paratlan Osszeget ad.

Megjegyzés. Altalaban ha 2" sor leirasa utan sszegeziink, akkor a keletkezd ont g Osszeg kozt, ha n paros, eredményiink
szerint . o
2nTE =2 2nTe 1
2 — 4 1l=—
3 + 3 ’

paratlan szam van, mig paratlan n esetén a paratlan oszloposszegek szama

ontl gy ont2 4
2.2 — —43=2_"°,
3 3

A két eredmény egybefoglalhaté a kévetkezd formulaban:

27L+2 _ (_1)7L
73 .

I1. megoldas. Az I. megoldas a) részét felhasznaljuk. Legyen n > 2 és a 2" ! szamu sor utani 6sszegzést bontsuk két
részre, mint az el6z6 megoldasban, de a felleps 3 Pascal-haromszog 0sszegzését még bontsuk fel feleakkora haromszogek
Osszegzésére, amint a 3. dbra mutatja.

3. dbra

A 0-kbol all6 haromszdgeket figyelmen kiviil hagyhatjuk. Ugyancsak nem kell figyelembe venni a 2 és 2', tovabb4 a
3 és 3’ jeldi haromszogeket sem, mert ezekben azonos oszlopok é4llnak egymas alatt, igy osszegiik mindig paros szamot
ad. A megmarad6 haromszogek koziil az 1 jeltinek, a 4 és 6 jeld parnak, tovabba az 5 és 7 jeliibol allonak nincs k6zos
oszlopa, igy ezekre a részekre kiilon-kiilon végezhetjiik az Gsszegzést.

Modositsunk ezen még annyit, hogy a 6 jeld haromszoget Athelyezziik a 3’ jeld helyére. Ezzel azok az oszlopai,
amelyek a 4 valamelyik oszlopa alatt alltak, az 5 azonos oszlopa al4 keriilnek, igy az oszloposszegek nem valtoznak.
Igy veégiil ket 2"~ sort és egy 2" sort Pascal-haromszog oszlopait kell dsszegezniink. Jeloljiik f(n)-nel a 2" sort
Pascal-haromszog oszloposszegei kozt a paratlan szadmok szdmat, akkor meggondolasunk azt adta, hogy

fin+1)=2f(n—1)+ f(n).

Tudva még, hogy f(0) = 1, f(1) = 3, sorra meghatarozhatjuk az egymas utani helyeken f értékeit. Ugynevezett
rekurziv meghatarozast nyertiink f értékeire. f(10)-re természetesen ismét 1365 adodik.

Megjegyezziik, hogy a kézbenss fiiggvényértékeket megfigyelve ebbdl is megsejthetjiik, és a nyert 6sszefiiggés alapjan
teljes indukciéval bebizonyithatjuk a fenti megjegyzésben nyert formulat f(n)-re.

III. megoldas. Meggondolésunkat kicsit egyszertsiti az a megjegyzés, hogy a Pascal-haromszog sorait folytathat-
juk mindkét irdnyban nulldkkal. Ekkor az egy 1-est és kiviile csupa 0-t tartalmazo elsé sorbdl elindulva a tovabbiak
mind ugy keletkeznek, hogy az egyes helyekre a balra és jobbra folottiik levs szam Osszegét irjuk.



Megvizsgaljuk, hogy ha valamelyik sorandl megéllva oszloponként Gsszegezziik az egymés alatt all6 szamokat,
milyen kapcsolat olvashaté le ebbdl a képzési szabalyboél az egymas mellett allo 6sszegekre. Nézziik elGszor a kozépsé
oszlopot. Erre tiikros a Pascal-hdromszog, hiszen ha tiikroziink réa, az elsd sor sem valtozik meg és a képzési szabély is
érvényben marad. Ebben az oszlopban legfeliil az elsG sor egyetlen 1-ese all, alatta csupa péaros szam, hiszen mindegyik
két tiikros helyzetd, tehat egyenls szam Gsszege. A kdzépss oszlop Osszege tehat akarmelyik sorig paratlan szam.

Ha a kozéps6tdl kiilonb6z6 olyan oszlopot néziink, amelyiknek van eleme az utolsé sorban, akkor az oszlop minden
eleme a két szomszédos oszlop egy-egy elemének az Osszege, és a szomszédos oszlopok minden eleme szerepel Gssze-
adandokeént. Igy a kérdéses oszloposszeg a két szomszédos oszloposszegnek az osszegével egyenls. Az olyan oszlopokra,
amelyeknek az utols6 eleme az utolso el6tti sorban all, megallapitasunk akkor volna érvényes, ha még egy sor kiira-
sa utan végeznénk az Osszegezést. Az ilyen oszlopOsszegek tehat a szomszédos oszloposszegek Gsszegénél kisebbek a
kovetkez6 sornak a kérdéses oszlopba es6 elemével.

-1
A Pascal-haromszog m-edik sordban a 0-t6l kiilonb6z6 szamok az (m i ) , 0 <k < m—1 binomiélis egyiitthatok.

Ezekre fennall a kovetkezs Osszefiiggés (lasd az alabbi 1. megjegyzést):

m—1 m
1 . = -k
2 ()= (2)
Ha 2-hatvany sorszamu sor utan végezzik az Osszegezést, akkor az Osszegekre talalt Gsszefiiggés szerint a kovetkezs
sor elemeinek a parossagat kell ismerniink. Belatjuk azonban, hogy ennek minden eleme péros a két szélen all6 1-es

kivéetelével, s igy levonédsa nem véltoztatja meg az Osszeg paros vagy péaratlan voltat. Valoban, az (1) Osszefliggésbol,
ha m = 2", akkor a jobb oldalnak is oszthatonak kell lennie 2"-nel. Mivel pedig k a 2-nek csak n-nél alacsonyabb
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hatvanyaval lehet oszthato, mert 1 < k < 2" — 1, igy < i ) is paros kell hogy legyen.

A kozéps6 oszlopra vonatkozd szimmetria miatt elég azt megallapitani, hogy az az el6tti oszlopok Gsszegei kozott
hogyan oszlanak el a paros és péaratlan Gsszegek.

Az els6 nem csupa 0-bol all6 oszlop utolso eleme 1, afolott csupa 0 all, igy az Osszeg is 1, tehat paratlan. Mivel az
el6tte allo oszloposszeg 0, az uténa allonak paratlannak kell lennie, hogy az 0sszegiik 1 legyen. A kovetkezd oszlopOsszeg
paros, mert kozte és az els§ oszlop kozott paratlan Osszegd oszlop all. A levonand6 kovetkezd sorbeli elem, mint
lattuk, az Osszeg parossagat nem véaltoztatja meg. Ez utadn viszont tjra paratlan Osszeg kovetkezik, mert a kettével
el6bbi paratlan 6sszeghez adva, paros eredményt kell adnia. Ezzel a kiindulasi helyzethez: paros dsszeg utan paratlan,
jutottunk vissza, s igy ismétlédik, amit eddig talaltunk: paratlan, paratlan, paros Gsszegek kovetkeznek egészen a
kozépso el6tti oszlopig, a kdzéps6ben mindig péaratlan az 0sszeg, onnan pedig az odaig talalt Osszegek kovetkeznek
forditott sorrendben.

Ezzel az I. megoldas b) részében talalt eredményre jutottunk, amibdl az ott latott modon kovetkeztethetiink tovabb.

Megjegyzések. 1. Az (1) osszefiiggés konnyen nyerhets szamitassal, de belathaté kombinatorikus meggondolassal is. Egy
m-tagi tarsasag k-tagu kiildottséget akar kijelolni, koztiik egy szoszoloval. Ekkor kivalaszthatjak a szoszolot m-féleképpen és
m—1

mellé a k—1 tagot a maradé m —1-bél b1

>-féleképpen. Igy a bal oldali kifejezés adodik a lehetGsegek szamara. Eljarhatnak

azonban ugy is, hogy kivalasztjak a k embert <TIZ> -féleképpen, és azok maguk koziil valasztanak egy sz6sz6lot, ami k-féleképpen

lehetséges. Igy a jobb oldal is ugyanezeknek a lehetéségeknek a szamat adja.

n

2. A fentiekhez hasonléan 2 helyett tetszés szerinti p primszamra és pozitiv egész n-re lehet latni (1)-bdl, hogy <p I ) oszthato

p-vel, ha 1 < k < p" — 1. Ebb6l viszont a képzési szabaly alapjan kovetkezik, hogy az el6z6 sor szdmai felvaltva 1 és p — 1

ap™ —

maradékot adnak p-vel osztva. Ennél valamivel t6bb is igaz: ha 1 < a < p — 1, akkor nem oszthaté p-vel. Ezt gy

latjuk be, mivel tudjuk, hogy egész szamrol van szo, hogy felirjuk olyan tort alakjaban, amelyiknek a szamlaloja egyszeriisités
utédn nem oszthatéd p-vel:

ap”" =1\ _ap"—1 ap" -2 ap”™ — k
& e e R rt

Itt a valasztasa miatt a kivonandé p-nek legfeljebb akkora hatvanyaval oszthato, mint a kisebbitendd (ez lehet természetesen a
0-adik hatvany is), tehat a kiilonbség akkora hatvanyaval, mint a kivonando6, ami egyben a nevezd is. Ekkor azonban egyszertsités
utan a szorzat szamlaloja valoban nem oszthato p-vel (természetesen a nevezd sem).

2. Az A1 B1Ay, B1AsBy, AsBoAs, ..., Bi3A14B14, A14B14A1, B14A1B1 egymdshoz csatlakozo merev szabdlyos
hdromszéglapok, melyek az A1 By, B1As, ..., A14B14, B14A; élek mentén hajtogathatok. Elvégezhetd-e a hajtogatds
gy, hogy a 28 hdromszdglap egy sikban legyen?

I. megoldas. Ha a feladatban leirt feliilet sikba hajtogathato, pl. az A; As B haromszog sikjaba, akkor a tobbi
haromszog ezt a haromszoget tartalmazé héromszogracs egy-egy haromszogét fogja fedni. Ha a hajtogatés sikeriilt,



akkor vagjuk fel az 6sszehajtogatott feliiletet az A; By él mentén és hajtogassunk tovabb, amig az Osszes t6bbszoros
fedést meg nem sziintetjiik. Igy egy paralelogrammahoz jutunk. Ez utobbi hajtogatasok a siknak a racs egy-egy
egyenesére valo tiikrozésével valosithatok meg. Rajzoljuk meg azt a két szabalyos hatszoget, amelyiknek egyik oldala
A1 By és az ehhez csatlakozo hatszogracsot a sikban (4. abra).

4. dbra

Figyeljiik meg, hogy barmelyik tiikr6zésnél ez a hatszogracs onmagaba megy at, tehat a kiterités utan az Ay By
él masodszori képe is hatszogoldalra, s6t parhuzamos hatszogoldalra kellene hogy keriiljon. A sdvba esé parhuzamos
hatszogoldalak kozt azonban 6-6 szabalyos haromszog van, 28 pedig nem oszthato 6-tal, tehat a keletkezd feliilet nem
lehet sikba hajtogathato.

II. megoldas. Az egyes haromszogek A;A;1, ill. B;B;4+1 oldallal parhuzamos kézépvonalai zart tértvonalat al-
kotnak a térben. Sikba hajtogatva ezek tovabbra is zart tortvonalat alkotnak, tehat mint vektoroknak — alkalmasan
irAnyitva — az Osszegiik a nulla-vektor. Két egyméas utani vektornak az irdnya vagy megegyezik, vagy, ha a koztiik levs
él mentén hajtogatas tortént, egyik vagy masik irdnyban 120°-ot zarnak be egymaéssal (5. abra). A zart tortvonal egyes
szakaszai tehat az egymassal 120°-ot bezaro és egyenls hosszu a, b vagy ¢ vektorral egyenlSk. Legyen r az a vektorok
szama, s a b-ké, t a c-ké, akkor tudjuk, hogy

at+b+c=0, ra+sb+itc=0, r+s-+t=28.

A; Ain A2

B,‘ Bl'ol

5. dbra

Az els6 két egyenletbdl pl. c-t kikiiszobolve és atrendezve az
(r—tla=(t—s)b
egyenlethez jutunk. Mivel a és b nem parhuzamos, ez csak ugy lehet, hogy

r—t=t—s=0, azaz r=s="t,

s igy 3r = 28

a harmadik egyenletbdl. Ez azonban nem lehet, mert r’ egész szam. A feliilet tehat nem hajtogathato egy sikba.

III. megoldas. Ha a feladatban szerepls feliilet sikba hajtogathato, akkor sikba kiteritett haloja is (6. abra)
Osszehajtogathato ugy, hogy a két Ay, ill. By pont egymaésra keriiljon.
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6. dbra




Minden hajtasnal a halé haromszogei a halot tartalmazo haromszogracs egy-egy haromszogébe mennek &t. Szinez-
zik az A1, B1, As csicsokat sorra pirosra, sargara és kékre. Ekkor folytathatjuk a szinezést a harom szinnel ugy, hogy
az egész halo és az egész azt tartalmazoé siksav haromszogeinek a csucsai kiilonb6z6 szintek legyenek. Az A, As, ...
pontok sorozata periodikusan ismétlédve piros, kék, sarga szini lesz, a By, Ba, ... pontok pedig sarga, piros, kék szind-
ek. Ezutan tiikrozve az A-k, ill. B-k egyenesére, majd sorra a keletkezs Gjabb hatarvonalakra az egész haromszogracs
Osszes csticsainak olyan szinezését kapjuk harom szinnel, amelynél minden haromszog csticsai kiilonb6z6 szintiek. Ha
most a racs barmelyik egyenesére tiikroziink, minden csics ugyanolyan szint csicsba megy at. Ahhoz tehat, hogy a
kivant hajtogatas lehetséges legyen, a két Aj-gyel jelzett csucsnak egyszintinek kellene lennie, azonban az egyik piros,
a masik sarga. A kivant hajtogatas tehat nem lehetséges.

IV. megoldas. Vizsgaljuk az A1 B1AsBoAs ... A14B14A; zart tortvonalat. Ennek két-két szomszédos szakasza
mindig egy haromszoglap két éle, tehat 60°-ot zar be. A feliilet haromszogei a sik egy szabalyos haromszogracsanak a
haromszogeibe keriilhetnek csak.
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7. dbra

Jeloljlink meg egy csticsot, ahova A; keriil (7. abra). Ekkor B; annak a szabalyos hatszognek egyik csucsaba keriil,
amelyiknek a megjelolt csiacs a kozéppontja, Ao pedig valamelyik szomszédos cstuicsaba, mert a szomszédos szakaszok
60°-ot zarnak be. By ezutan vagy ujra a megjelolt cstucsba keriil, vagy annak a hatszog valamelyik oldaléra vonatkozo
tiikorképébe. Jeloljik meg ezeket is. Az eljaras most mar ismételhets. A kovetkezs két pont ismét egy megjeldlt pont
koriili szabalyos hatszog két szomszédos csicsaba keriil, a harmadik vagy egy méar megjeldlt pontba keriil, vagy egy
ilyennek a koriilotte levé hatszog valamelyik oldalara vonatkozo tiikdrképébe. Jeloljik meg ezeket is. Ilyen médon
minden harmadik szakasz végpontja keriil megjelolt pontba, tehat pl. a 27. szakasz végpontja. Ekkor azonban a 28.
szakasz végpontja nem keriilhet A;-be. A kivant hajtogatas tehat nem lehetséges.

Megjegyzések. 1. Lattuk, hogy ahhoz, hogy, a keletkez feliilet sikba hajtogathato legyen, a haromszogek szaméanak oszt-
hatonak kell lennie 6-tal. T6bben allitottak, hogy ez elegendd is. Ez igy mar csak azért sem igaz, mert a 6 haromszogbdl allo
feliilet egy oktaéder, amelyiknek két szemkozti lapjat eltavolitottuk, és ez merev a két lap eltavolitasa utan is (8. abra).

8. dbra

Arra is gondolni kell, hogy a feliiletnek a feladatbeli leirasa (most mar 28 helyett 6k darab haromszoggel, ahol k legalabb
2) nem egyértelm, hiszen elkészitve a halot, a két Ai B1 él Osszeragasztasa el6tt még meg is csavarhatjuk, akar t6bbszor is. A
9. és 10. abra egy-egy sikba hajtogatott, 6k haromszogbdl all6 szalagot mutat, és alatta — hajlékony anyagbdl képzelve el Gket
— térben is szemléltettiik alakjukat.



9. dbra

10. dbra

Az mar kérdéses, hogy a sikbeli zart karika 3-dimenzios feliiletté hajtogathato-e csak a megengedett élek menti hajtogatassal.
Az, hogy ez nem magatol értet6ds, lathato abbol is, hogy az oktaéder-felilletnek megfelels szalag is megvalosithato a sikban. A
jobb elképzelés kedvéért két részben rajzoltuk meg a feliiletet. A 11. 4bra két rombusza f6lé kell hajtani a hozzajuk csatlakozo
haromsz6get, majd az I rombuszt a [I-re helyezni és az egyformén jelolt (és betizott) éleket Osszeragasztani. Ha ez 3-dimenzios
feliiletté volna hajtogathaté a haromszogek hajlitasa nélkiil, akkor megforditva, az oktaéder-feliilet is sikba volna hajtogathato,
de az, mint emlitettiik, merev. Még meglep6bb eredményre jutunk, ha az I rombuszhoz csatlakozé haromszoget a rombusz ala
hajtjuk, agy helyezziik egymasra a két rombuszt és ragasztjuk Gssze az egymasnak megfelels éleket. Igy egy megcsavart szalagot
kapunk sikba hajtogatva (12. abra). Ennek megfelel§ 3-dimenzios feliillet merev haromszogekbdl egyaltalan nem készithetd.



11. dbra
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12. dbra

2. Tébben allitottak, hogy a 3k haromszogbdl allo szalag is sikba hajtogathatd, ha k£ > 2. Ez az allitds mar azért is kétes
értékd, mert a feladat szovege paros szami haromszogre utal. Megtehetjiik azonban, hogy pl. eggyel kevesebb B pontot vesziink,
mint A-t. Igy mar paratlan szama haromszog keletkezik. Ekkor azonban a IV. megoldasra gondolva az ott szerepld élsorozat
kijel6lt ponttol kijelolt pontig mend harom-harom éle egy A pontbol egy B pountba vezet vagy forditva. Ha tehat paratlan szama
élharmasunk van, akkor az csak agy zarulhat, ha A:-b6l Bi-be vezet. A szalagot tehat tgy kell zarnunk, hogy a kezdé Ai B
élet a zard BiA; éllel ragasztjuk 6ssze. Ilyen modon tgynevezett Mobius-szalagot kapunk, amelyiknek csak egy hatarvonala és
egy oldala van. Ilyen sikba hajtogatott szalag 6k 4+ 3 haromszogbdl mindig készithetd, ha k > 1 (13. abra).

13. dbra

Megjegyzendd, hogy azok a versenyzdk, akik akar az 1., akdr a 2. megjegyzésben szerepld allitast megfogalmaztik, igazola-
sukra nem tettek kisérletet.

3. Adott n darab, nem feltétlenil kilonbozd egész szdm, tovdbbd két pozitiv egész szam p és q. Vilasszunk ki az
n egész szam kozil két egyenldt, és az egyiket moveljik meg p-vel, a mdasikbol vonjunk le q-t. Ha tovabbra is vannak



egyenldk az n szdm kézétt, akkor ismételjiik meg az eljardst. Bizonyitsuk be, hogy véges sok lépés utdn n kilonbdzd
szdmot kapunk.

I. megoldas. Jegyezziik meg elGszor, hogy a szamhalmaz legkisebb eleme az eljaras folyaman nem néhet, a legna-
gyobb pedig nem csokkenhet. Valoban, a legkisebb elem csak tgy valtozhat, vagy ha tobbszor szerepel és ezek koziil
kett6t megvaltoztatunk, vagy egy nala nagyobb, tobbszor szerepld szdm megvaltoztatasa soran a kisebbitett szam
atlépi. Mindkét esetben keletkezik egy nala kisebb szam. Hasonlé meggondolés érvényes a legnagyobb elemre is.

Vizsgaljuk a legkozelebbi egészek kozti tavolsdgok valtozasat az eljaras soran. Ha egy kétszer szereplé n szamot
(n—q)-val és (n+p)-vet helyettesitiink, akkor a koztiik levs 0 hosszuségu intervallum megsziinik és keletkezik (n—q)-tol
a megel6z6 adott szamig, ha van ilyen, egy korabbi intervallumnal nem hosszabb koz: (n — ¢)-t6l a rakovetkezbig egy
legfeljebb p + ¢ hosszusagu; (n + p)-t6l a megel6z6ig, ha ez nem n — ¢, és (n + p)-t6l a rakovetkezsig, ha van ilyen,
egy-egy valamilyen korabbinal nem hosszabb intervallum.

Azt kaptuk tehat, hogy egész szamaink koziil a szomszédosak kozti tavolsag sohasem nagyobb, mint p + ¢, vagy
valamelyik kezdetbeni tavolsag.

Ezeket tudva a feladat allitasat teljes indukciéval bizonyitjuk. Nyilvanvaloan igaz az allitas, ha 1 vagy 2 egész szam
van adva. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas, ha k darab egész szam adott, és tekintsiink egy k + 1 egész szambol allo
rendszert. A szdmokat nagysag szerint rendezve, a szomszédosak kozti k szamu tavolsag egyike sem nagyobb, semelyik
lépés utdn sem, mint az eredetileg adott szdmok kozti tavolsdgok és p + g kozt felléps legnagyobb érték. Ezt d-vel
jelolve a legkisebb és legnagyobb szam kozti tavolsag eszerint nem lépheti tal a kd értéket. Mivel a legkisebb szam
nem ng, a legnagyobb nem csokken és egész szdmokrol van sz6, ez csak gy lehetséges, ha bizonyos szdm 1épés utan a
legnagyobb szam méar nem valtozik (a legkisebb sem). Innen kezdve azonban elegends a legnagyobb szam elhagyéaséaval
maradé k szamot vizsgalni, ezek kozt pedig indukcids feltevésiink szerint véges szamu lépésben befejez6dik az eljaras.
Ez a tulajdonsag tehat atoroklédik a k + 1 egészbdl 4llé rendszerre is. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

II. megoldas. Ismét hasznaljuk az I. megoldasnak azt a megallapitasat, hogy a legkisebb elem nem né, a leg-
nagyobb nem csokken. Megmutatjuk ezen kiviil, hogy ha keriilnek is esetleg szdmok a valtoztatas sordn az eredeti
szamokat tartalmazo szamkozon kiviil, a szamkoz hossza nem néhet n(p + ¢)-nal tobbel. Ehhez figyeljiikk meg, hogy
ha a ¢, ¢ + p + ¢ szdmkozben, a hatarokat is beleértve, van valamelyik 1épés utan egy az n szam koziil, mondjuk d:

c<d<c+p+gq,
akkor d esetleges megvaltoztatésa esetén vagy d —q > céserre c < d—q < c+p+q, vagy ha d — q < ¢, akkor
d+p=d—q+p+tqg<c+p+gq,

s igy erre teljesiil a fenti kettSs egyenl6tlenség. Igy a tovabbiak soran is mindig lesz legalabb egy a szamaink koziil a
¢, ¢+ p + q szdmkozben.

Ha az eljaras sordn egy szam az eredeti szdmokat tartalmazo szamkozon kiviil keriil, akkor attol legfeljebb p, ill. ¢
tavolsagra keriilhet, tehat az elsé p + ¢ hosszisagt intervallumon nem jut til. Igy ha mind az n egész szam kiviil keriil
is az eredetileg adott szamokat tartalmazoé szamkozon (pl. ha eredetileg az Gsszes szamok egyenlsk voltak), akkor is le-
és folfelé Gsszesen n darab p + ¢ hosszisagu intervallum méar biztosan tartalmazni fogja minden lépés utan az Gsszes
szadmot.

Hozzarendeliink harmadrészt szam-n-esiinkhoz egy olyan fiiggvényt, amelyik minden hataron tul ng, ha az eljaras
nem fejez6dik be, de ezt csak ugy érheti el, ha a szamokat tartalmazé szamkoz is minden hataron tal ng. Mivel lattuk,
hogy ez nem lehetséges, ezzel bizonyitast nyer allitasunk.

Ha p # q, feltehetjiik, hogy p > ¢, mert ellenkez6 esetben minden szamot az ellentettjével helyettesitve az egyenlGk
egyikét g-val novelni, a mésikat p-vel cs6kkenteni kell. Legyen a fiiggvényiink ebben az esetben a szamok Osszege. Ez
minden lépésben (p — g)-val nd6, tehat tetszés szerint nagy lesz, ha megfelels sokszor ismételjiik az eljarast. Ez azonban
csak ugy kovetkezhetnék be, ha a legnagyobb szdm is minden hatéron tal néne. A legkisebb viszont nem néhet, tehat
a szamainkat tartalmazé szamkoznek is minden hataron tidl kellene nénie, és lattuk, hogy ez nem lehetséges.

Ha p = ¢, akkor vegyiik a szamaink kozt levs n(n — 1)/2 tavolsag Osszegét. Két egyenls szamot megvaltoztatva
csak ezeknek a tobbiektdl valo tavolsaga valtozik. Egyméastol vald tavolsaguk 0-rol 2p-re né. Ezenkiviil, ha az egyenld
szamok értéke b, és egy c szam legalabb p tavolsdgra van b-t6l, akkor a valtoztatas utan az egyik szamtol valé tavolsag
p-vel csokken, a masiktol p-vel ng, 6sszegiik tehat nem valtozik. Ha viszont ¢ a b-t6l p-nél kisebb tavolsagra van, akkor
a 2|b — c| tavolsag 2p-re né (14. abra). A tekintett Gsszeg tehat minden lépésnél legalabb 2p-vel né. Ez az 6sszeg is
csak ugy néhetne minden hataron tul, ha a legkisebb és legnagyobb szam kozti tavolsag is minden hataron tdl néne,
ez pedig nem lehetséges, mint lattuk. Ezzel a feladat allitdsanak bizonyitasat befejeztiik.
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Megjegyzések. 1. Egy versenyz szellemes oOtlettel rekurziv eljarast adott meg minden n-re olyan korldt meghatarozasara,
aminél messzebb egyetlen szdm sem juthat az eredeti szamokat tartalmazé intervallumtél. Eljardsa azonban bonyolultabb a
fentinél és rosszabb korlatot is eredményez.

2. Az I. megoldasban egy lépésnél hivatkoztunk arra, hogy egész szamokrol van sz0, a II. megoldasbol azonban lathato, hogy
ennek semmi szerepe nincs az allitads helyességében. A megadott fiiggvény mindkét esetben minden hataron tal né, akar egész
szamokrol van szo, akar nem. A feladat éllitasa tehat igaz, barmilyen n valos szam van adva és barmilyen pozitiv szam is p és q.

3. Volt versenyzd, aki azt allitotta, hogy a végiil keletkez§ szdm-n-es ugyanaz lesz, akarmilyen sorrendben végezziik el az
egyenld parok megvaltoztatasat, vagy eleve egy altala meghatarozott sorrend esetében probélt bizonyitani. Az allitas helyes
volta belathato, ha mar tudjuk, hogy a feladat allitasa igaz. Annak bizonyitasdhoz azonban igy sem hasznalhato fel.

Azt fogjuk bebizonyitani teljes indukcioval, hogy barmilyen sorrendben végezziik is az egyenld parok megvaltoztatasat, a
végeredmény is, a végzett lépések szama is ugyanaz lesz, mintha elGszor sorra az osszes, kezdetben egyenls szamokat valtoztatjuk
meg, majd az ezen valtoztatdsok soran keletkezs Osszes egyenls parokat, és igy tovabb.

Ha van 0 lépésbdl allo eljaras, ez azt jelenti, hogy csupa kiilonb6z6 szam van adva, tehat mas eljards nem lehetséges, az
allitas ebben az esetben igaz. (Ugyanigy egyértelmi az eljaras, és igy a végeredmény is, ha van egyetlen lépésben befejez6d6
eljaras.)

Tegyiik fel, hogy igaz a bizonyitand6 allitds minden olyan szamegyiittes esetére, amelyhez van k-nal kevesebb lépésben
befejez6d6 lépéssorozat. Tekintsiink egy olyan szdmegyiittest, amelyiknél van egy, k lépésben befejezdds eljaras (k > 0). Ha
az eljaras azzal kezdddik, hogy elGszor az Osszes, kezdetben egyenls parokat valtoztatjuk meg, akkor a marado, k-nal kevesebb
lépésbol allo eljarast helyettesithetjiik azzal az eljarassal, amelyben el§szor az Osszes meglevs, egyenls szamokbol allo part
megvaltoztatjuk, majd az Osszes igy keletkezett egyenls parokat és igy tovabb. Feltevés szerint ezzel a végeredmény nem valtozik,
a lépésszam sem, tehat ugyanez igaz az eredeti eljarasra is.

Ha valamelyik, kezdetben meglevs, egyenls szamokbol all6 par megvaltoztatasa el§tt djonnan keletkezett parokat is valtoztat
az eljaras, akkor menjiink el csak addig a lépésig, amelyikben a kérdéses part valtoztatjuk meg. Ennek sorra kell keriilnie, mert
az eljaras akkor fejez6dik be, amikor az Gsszes szam kiilonboz6 (és tudjuk, hogy ez bekovetkezik). Véltoztassuk meg elGszor a
kérdéses part, és utana végezziik el az ezen par megvaltoztatasa el6tti lépéseket. Ezzel az eljaras kérdéses részének az eredményét
sem valtoztattuk meg, a lépések szamat sem. Ha még maradt kezdetben egyenl§ par, amit csak tjonnan keletkezett parok
véltoztatasa utan valtoztattunk meg, azokra alkalmazzuk a leirt valtoztatast. Igy véges szamu lépésben az elss esetre jutunk
vissza anélkiil, hogy kozben akar az eljaras végeredményén, akar a lépésszamon valtoztatnank.

Ezzel belattuk, hogy az allitas helyessége 6roklédik a k-nal kevesebb 1épésbdl allo eljarasokrdl a k 1épésbél allokra, s igy a
bizonyitast befejeztiik.

4. A feladattal kapcsolatban felmeriil néhany probléma, amelyeknek a tisztazasa talan nem lesz tilsdgosan nehéz. Adott
n, p és ¢ esetén maximaélisan mennyivel névekedhet meg a szamokat tartalmazé szamko6z hossza? Mi a lépések szaméanak a
maximuma? Igaz-e, hogy mindketts akkor lesz a legnagyobb, ha p = q és az Osszes szamok egyenlék, illetGleg paratlan n esetén
egynek az értéke p-vel tér el a tobbiétsl?



