Id6rél idére felroppen a hir, hogy valakinek sikeriilt korzével és vonalzédval szoget harmadolnia. Jol tudjuk, hogy
egy ilyen szerkesztés valahol biztosan hibés, hisz mar tobb mint szaz éve bebizonyitottak: ez a feladat altalaban nem
oldhaté meg. A hiba vagy ott lehet, hogy az eljards — akarva-akaratlan — tovabbi segédeszkozt is felhasznal; vagy ott,
hogy a talalt szerkesztés csupan kozelité megoldast ad, illetve csak bizonyos szogek esetén hajthatod végre.

A sz6gek, amelyekrsl most belatjuk, hogy nem harmadolhatok, olyan derékszogi haromszdgek hegyesszogei, ame-
lyekben két oldal ardnya egynél nagyobb egész. Remélem, kozreadasukkal és a vazolt bizonyitasokkal sikeriil meggy6z-
noém a ,leendd szogharmadolékat”, hogy a szogharmadolas valoban megoldhatatlan feladat.

Az algebra idevago fejezetében jaratlan olvasok kedvéért a bevezetGben Osszefoglaljuk a geometriai szerkeszthetség
elméletének szamunkra sziikséges eredményeit. Ezutdn kovetkezik majd f6 eredményilink azon szdgek harmadéanak
szerkeszthet&ségérsl, amelyeknek koszinusza vagy tangense raciondlis.

Megemlitjiik még, hogy bar korzével és beosztas nélkiili vonalzoval dltalaban nem lehet szoget harmadolni, léteznek
olyan, tovabbi segédeszkozoket hasznalé eljarasok, amelyek pontos eredményt adnak.

1. SzerkeszthetGség

Az idGszamitas el6tti V. szazadban a gorog geométerek vetettek fol harom geometriai problémat; ezek mar akkor
és a késébbi korokban is megannyi matematikust és mikedvel6t izgattak, de sok-sok éven at kudarcot vallott minden
megoldasi kisérlet. Ezek:

(1) Szogharmadolds. Osszunk egy szoget harom egyenld részre.

(2) A kocka kettdzése. Szerkessziik meg annak a kockanak az élét, amelynek kétszer akkora a térfogata, mint egy
megadott kockaé.

(3) A kor négyszigesitése. Szerkessziik meg egy adott korrel egyenls teriiletti négyzet oldalat.

Tobb mint 2200 évvel késgbb végiil igazoltak, hogy egyik szerkesztés sem végezhetd el csupan korzé és beosztas
nélkiili vonalzo felhasznélasaval. Bar a kérdés ilyetén tisztazasa utan ezek a problémak matematikai szempontbol
mar nem igazan érdekesek, matematikatorténeti jelentgségiik igen nagy. A 3. probléma a szamfogalom bévitését és
pontosabb felépitését kivanta meg, mig az els§ két feladat ,torténelmi érdeme”, hogy a megoldas keresése soran az
algebrai egyenletek gyokei természetének vizsgdlatara osztonozték a kutatokat. Ezek a vizsgalatok vezettek aztan a
csoportok és a testek modern elméletéhez.

Az alabbiakban vazlatosan bemutatjuk a szogharmadolas megoldhatatlansaganak bizonyitasat.

Szerkesztési feladatok esetében rendszerint geometriai objektumok egy adott halmazabol kiindulva kell el6irt médon
elGallitanunk egy meghatarozott elemet. A feladat analitikus megkozelitése soran az egyes geometriai elemeket egy-egy
szammal, rendezett szampéarral, esetleg magasabb dimenzios rendezett szam n-essel jellemezziik. A sikon példaul egy
szakaszt jellemez a hossza, egy pontot a derékszogd koordinatéi, egy konvex szoget a koszinusza, egy egyenest két
pontja, egy kort a kozéppontja és a sugara stb.

Geometriai objektumok egy halmazat tehat egy szamokbol (szamparokbol stb.) allé halmazzal adhatjuk meg. A
keresett elem megszerkesztése ezek utan a szoban forgé elemet meghatarozé szam megszerkesztését jelenti. Miutan az
adott és a keresett szamok kapcsolatat egyenlet forméjaban fejezhetjiik ki, a feladat az igy talalt egyenlet gyokeinek
megszerkesztésére vezethets vissza.

Az elso feladatban igy példaul adva van egy — feltehetGen — hegyesszog ¢ koszinusza, és a szog harmadanak x-szel
jelolt koszinuszat keressiik. A szogharmadolas probléméaja tehat egyenértékd a

4a® — 3z =c (0<e<l)

egyenlet gyokeinek megszerkesztésével. Hasonléan a masodik feladat megoldasdhoz az 2° = 2 egyenlet gyokét kell
megszerkeszteniink.

Vizsgaljuk most meg, hogy egy adott szAmhalmaz elemeibdl milyen szamok szerkeszthetSk korz6 és vonalzo segit-
ségével. Az « valos szamot akkor mondjuk szerkeszthetének, ha a megadott szamhalmaz elemei altal meghatarozott
szakaszokbol véges sok lépésben szerkeszthetd || hosszusagu szakasz. Egy komplex szam ezutédn pontosan akkor
szerkeszthetd, ha mind a valés, mind pedig a képzetes része szerkeszthetd.

1. Tétel. Legyen adott egy, az 1-et tartalmazo szdmhalmaz. Ekkor

a) ha « és B szerkeszthetdk és 8 # 0, akkor a+ 3, a — 8, a- B, a/B, és \/ B ugyancsak szerkeszthetdk.

(Az osszeadast, a kivonast, a szorzast, valamint a nullatol kiilonbozs szammal valo osztast a tovabbiakban racionalis
miiveleteknek nevezziik.)

b) egy adott szamhalmazbdl kiindulva pontosan azok a szamok szerkeszthetdk, amelyek az adott szdimokbdl véges sok
ractondlis mivelettel, illetve négyzetgyokvondssal kaphatok meg.

Az absztrakt algebrdban egy, a racionalis miiveletekre nézve zart szamhalmazt testnek hivunk. Ha S egy adott
szamhalmaz, akkor az S elemeibdl véges sok racionalis mivelettel 1étrejove elemek testét jeloljik Kop-lal. Ha most o
olyan Ky-beli szam, amelyre v/a nincs Ko-ban, akkor az a + by/a alakt szamok (a és b Ko-beliek) ugyancsak testet
alkotnak; ezt a testet Ko(v/v)-val jeldljiik. Ugyanigy, ha ezutén 8 Ko(v/@)-beli, de /B mar nincs Ko(v/a)-ban, akkor
a ¢+ dy/B (¢, d Ko(v/a)-beliek) alaki szamok testét Ko(v/a, v/B)-val jeloljiik. Igy haladva egyre bovebb testekhez
juthatunk. Marmost vilagos, hogy egy w szam pontosan akkor szerkeszthets, ha léteznek olyan «, 3, ..., v, § szamok,

hogy a € Ky, 8 € Ko(v/a), ..., 6 € Ko(Va, \/B, ..., V7) & w € Ko(va, /B, ..., V7, Vo).



Mint a korabbiakban méar emlitettiik, egy ¢ koszinuszu szdg harmadénak megszerkesztése tulajdonképpen a
423 —3x =¢

egyenlet gyokeinek a megszerkesztését jelenti. A harmadfoku egyenlet gyokeinek megszerkeszthetGségére vonatkozik az
alabbi

2. Tétel. Legyenek az x° + px? 4+ qx 4+ 1 = 0 egyenletben az egyiitthatok Ko-belick. Ekkor
(a) az egyenlet valamennyi gyoke szerkeszthetd, ha van a gyokok kézott Ko-beli;
(b) egyetlen gyok sem szerkeszthetd, ha a gyokik egyike sem Ko-beli.

Ha most létezne olyan eljards, amellyel tetszéleges szog harmadrészét meg tudnank szerkeszteni, akkor az alkal-
mazhat6 volna a 60°-os szogre is. Mivel cos 60° = 1/2, Ky ekkor éppen a racionalis szamok halmaza. A 423 — 3z = 1/2
egyenletnek viszont nincs racionalis gydke. A 2. Tétel szerint tehat a cos 20° nem szerkesztheté meg. Altalanos eljara-
sunk tehat ebben az esetben cs6dot mondana, igy nem is létezhet.

2. Racionalis koszinuszi sz6g harmadolasa
Legyen most 0 < ¢ < 180°, és legyen cos ¢ = T, ahol n > 0, m és n pedig relativ primek. Kiindulé szamhalmazunk
n

igy most két elembdl 4ll, ezek az 1 és az m, Ky tehat éppen a raciondlis szamok halmaza. A 2. tétel értelmében ¢
n

pontosan akkor harmadolhato, ha a
(1) 42° — 3z =m/n

egyenletnek van racionalis gyoke. Ha most a/8 (8 > 0, a és 8 relativ primek) az (1) egy racionalis gyoke, akkor

3
@ @ m
41 =] =3 = | =—, vagy masképpen
(B) (ﬂ) '

@) == 70‘“‘“;; 359

A talalt feltétel nem csak sziikséges. Ezt mondja ki az alabbi lemma.

1. Lemma. Ha v 0° és 180° kizé esik, tovdibbd koszinusza az m/n raciondlis szam, akkor ¢ pontosan akkor
harmadolhaté, ha m/n (2) alakban irhaté, ahol « és B relativ primek: 8 >0 és —8 < a < .

Bizonyitds. Egyrészt az imént lattuk, hogy ha ¢ harmadolhato, akkor m/n felirhat6 a kivant alakban.
Megforditva, ha m/n a (2) alakban irhato, akkor a/8 gyoke az (1) egyenletnek. A 2. tétel szerint az egyenlet
minden gydke megszerkeszthets. Igy viszont a ¢ harmadrésze is ilyen tulajdonsagu.

1
Megjegyzések. Ha /3 a 42® — 32z = a(4a® —35%) /5 egyenlet gydke, akkor a masik két gyok: 5 (—at+/362 — 3a?).

Legyen most cos ¢ = «/f. Ekkor az utobbi két gyok éppen cos (¢ + 120°) és cos (p+240°), a ¢, ¢+ 120° és a p+ 240°
pedig a ¥, a ¥ + 360° és a ¥ + 720° szogek harmadrésze (nem feltétleniil a fenti sorrendben).

Miutan végtelen sok kiilonbozé a(4a? — 34%) /8% alakit racionélis szam van, ahol « és 3 relativ primek és |a| < 3,
ezért végtelen sok olyan szog létezik, amelynek megszerkesztheté a harmadrésze.

3. Tétel. Nem harmadolhatok azok a szégek, amelyek koszinusza 1/n alaki, ahol n = 2 egész.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik olyan n = 2 egész, amelyre az 1/n koszinuszi szog harmadolhato. Az 1. lemma
szerint ekkor léteznek olyan a és [ egészek, amelyekkel

1 a(4a? — 33?)

n 33

Megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges.

A kapott feltételbSl ugyanis 32 = na(4a® — 34%) adodik. Ekkor « osztoja B3-nek, igy o csak 1 vagy —1 lehet, hisz
a és B relativ primek. Ha o = 1, akkor 8% = n(4 — 38?). Miutan pedig § > 0, igy az egyetlen lehetGseg 3 = 1, de
ekkor n = 1, ami nem lehet. Ha most a = —1, akkor 411/62 = 3n — f. Kiilonboztessiink most meg két esetet aszerint,
hogy B < 2n, vagy pedig 8 = 2n. Az els6 esetben % < 4, azaz = 1 adodik. Innen n = —1 kovetkeznék, ami nem

1
lehet. A mésodik esetben pedig 4n/8? < — < 1, ami ellentmond annak, hogy 3n — /3 egész szam.
n
1
Megjegyzés. Hasonloan lathatjuk be, hogy a —— (n = 2) koszinuszu szégek nem harmadolhatok.
n
3. Racionalis tangensi szégek harmadolasa

m
2. Lemma. Ha 0 < ¢ < 90°, tovdbbd tg o = — raciondlis szdm, akkor ¢ pontosan akkor harmadolhatd, ha
n

m a(a? —36%)
® n~ BBaT- )



valamilyen o, B8 (8 > 0) relativ prim egészekkel.

Bizonyitds. Ha ¢ harmadolhato, akkor a
(4) nz® —3ma® —3nz+m=0

egyenletnek létezik o/ racionalis gyoke, és feltehets, hogy 8 > 0, tovabba hogy « és 8 relativ primek. A tg3y =

3tgy —tg3
gyizgy Osszefiiggés alapjan kapjuk, hogy
1-3tg°y

1-3(a/B)? B(B? —3a?)’

Megforditva, ha m/n a (3) alakba irhato, akkor gyoke (4)-nek. A 2. Tétel szerint pedig (4) valamennyi gyoke
megszerkeszthetd.

m_ 3(a/B) — (a/B)? - a(36% — a?)

Megjegyzés. Ha o/ gybke a
(3a% — BB — 3(a® — 38%)ax? — 3(3a® — B*)Bx + (o —38%)a =0
egyenletnek, akkor a tovabbi gyokok

4ozﬂ:|:(042—|—[32)\/§704:|:\/§[3
_3a2+ﬁ2 - 61\/§a

Ha tgp = %, akkor a masik két gyok értéke tg (p + 120°) és tg (¢ + 240°).

4. Tétel. Az n(> 1) egész tangensd szégek nem harmadolhatdk.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ az allitdssal ellentétben mégis harmadolhaté. A 2. lemma szerint ilyenkor

a(a? —36%)
B(Ba? — p?)
valamely «, § relativ prim egészekkel, tovabba S > 0. Innen kapjuk, hogy

n =

nB(3a? — %) = a(a® — 35?%).
Miutan « és § relativ primek, a az n-nek osztéja. Ha n = k - «, akkor
5) (3K — 1) = B*(kp — 3).

Marmost 3 és 3k3 — 1 is relativ primek, ezért o oszthaté kell legyen B-val, ami csak ugy lehet, ha 3 = 1. Ezt
(5)-be helyettesitve
o k-3
¢ T Bk—1
adodik.
Konnyen lathaté, hogy

3k—1
Ha k = 0, akkor a® = 3, ami nem lehet. Végiil ha k = —1 akkor a = +1, a de igy n = +1, ami ismét ellentmondas. A
 szog tehat nem harmadolhato6.

1
<1,hak > 3 vagy ha k < —1. Eszerint csak k = 0 vagy pedig k = —1 lehetséges.

1
Megjegyzések. Hasonlo okoskodassal lathato be, hogy ha egy sz0g tangense +— vagy —n, ahol n = 2 egész, akkor
n
a sz0g nem harmadolhaté.
A 3. és 4. tételekbdl végiil kovetkezik, hogy nem harmadolhatok az olyan derékszogl haromszogek hegyesszogei,
amelyekben valamelyik két oldal ardnya 1-nél nagyobb egész.
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