E cikkben az F.2468. feladatban kimondott allitast bizonyitjuk be, nevezetesen a kovetkezGt:

Akkor és csak akkor létezik olyan konvex n-szog, melynek szdgei eqyenldk, oldalai pedig valamilyen sorrendben 1, 2,
3,... ,n eqységnyi hosszuak, ha n nem egy primszam hatvdnya.

A feladat megoldasaban [ megmutattuk, hogy a kérdéses n-szog n = 10 esetén létezik, és azt is lattuk, hogy a
bizonyitando allitas ekvivalens a kovetkezdvel:

Legyenek x1,... , X, egqy szabdlyos n-szog kozéppontjabol a csicsokba mutato vektorok. Akkor és csak akkor létezik
az 1, 2, ... , n szamoknak olyan a1, as,... ,a, permutdcidja, amivel az
a1X1 +aXo + ... +apX,

vektorosszeg a nullvektor, ha n nem egy primszdam hatvdinya.
Bizonyitasunk két részre oszlik attol fiiggéen, hogy n primhatvany-e vagy sem.

1. n nem primhatvdny. Ebben az esetben n felbomlik két egynél nagyobb, egymashoz relativ prim egész szorzatéra,
legyen n = p - q egy ilyen felbontés. Jeloljiik p(i)-vel, illetve ¢(i)-vel azt a maradékot, ami i-nek p-vel, g-val valo
osztasakor adodik. A p fiiggvény értéke minden p-edik egész szamra ugyanaz, tehéat p(1), p(2), .. ., p(n) kézott pontosan
q darab 0, ¢ darab 1-es stb. fordul el6.

Igy

(1) p()x1 +p(2)x2+ ... +p(n)x, =0,

hiszen azok az x; vektorok, amelyekre p(i) egy rogzitett (0 és p — 1 kozé esd) értéket vesz fel, egy szabélyos g-szog
cstcsaiba mutatnak — s egy szabalyos sokszog kozéppontjabol a cstiicsokba mutato vektorok Gsszege mindig 0. Ezért
(1) bal oldala p darab nullvektor Gsszege, s ezért maga is 0.
Hasonléan kapjuk, hogy
q()x1 +q(2)x2 + ... +q(n)x, =0,

csak most g darab szabalyos p-szoget kifeszits részosszegre bonthaté a bal oldal. Ha most az a; = 14 p(i) + p - q(4)
értékeket valasztjuk, akkor a kérdéses vektorosszeg

Z a;X; = in + Zp(i)xi +p- ZQ(i)Xi =0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Ezek az a; értékek nyilvan 1 ésn=p-¢q=1+ (p—1) +p- (g — 1) kizé es6 egészek.

Tehat a keresett permutacio létezését azonnal igazoltuk, mihelyst belattuk, hogy az igy definidlt aq, aq,... , ap
szamok kozott nincs két egyenls. Am a; = a; csak ugy lehet, ha p(i) = p(j) (osszuk el a;-t és a;-t is p-vel), de ekkor
q(i) = q(j) is fennall. Am p(i) = p(j) azt jelenti, hogy i — j oszthato p-vel, q(i) = g(j) pedig azt, hogy i — j oszthato
g-val. p és q relativ primek, tehéat ¢ — j oszthatd p - ¢ = n-nel is, ami lehetetlen, mivel ¢ és j is 1 és n kozé esé egészek.
Ezzel igazoltuk az &llitast mindazon értékekre, amikor n nem primhatvany.

A bizonyitasnak ez a fele lényegében Kaiser Andrdstol (Bp., Jozsef A. Gimn.) szarmazik. Rajta kiviil még Megyesi
Gabor (akkor a szegedi Sagvari Endre Gyak. Gimn. tanuléja volt) kiildte be ennek a résznek a bizonyitasat.

2. n primhatvdany. Az allitas e felének bizonyitésa lényegesen nehezebb, mint az el6z6é. Azt kell ugyanis megmutat-
ni, hogy nem létezik az 1, 2, ..., n szdmoknak megfelel§ permutacioja. Mig elébb elegendd volt egyetlen ilyet talalni
és arrol igazolni, hogy az jo (bar arrol nem esett sz6, hogyan talaltuk meg ezt a bizonyos permutaciot), jelen esetben
az Osszes permutaciordl kell igazolnunk, hogy rossz. Ezek szdma mar n = 20 esetén is olyan 6riasi, hogy egyesével
végignézni lehetetlenség. A helyzet kissé hasonlit a szabalyos sokszogek szerkeszthet&ségéhez. Konnyd szabalyos 6t-
szoget szerkeszteni, s a szerkesztés helyességének igazolasa sem tul bonyolult. Magat a szerkesztést valdszintileg méar
Pitagorasz is ismerte (i, e. 550 koriil). Am annak bizonyitasa, hogy semmiféle (euklideszi) szerkesztési eljarassal nem
tudunk szabalyos hétszoget szerkeszteni, csak majd 2000 év milva sikeriilt Gaussnak, a ,matematika fejedelmének”. O
a geometriai szerkesztési feladatot algebrai, pontosabban polinomokra vonatkozo feladatta fogalmazta at, amit végiil
is sikerrel megoldott.

ILasd e szamunk 104. oldalan.



C. F. Gauss (1777—1855)

Mi is ezt az utat kovetjiik: a bizonyitandd allitast egy algebrai allitassa fogalmazzuk at. Majd az apré lemmék
kimondasa utan az atfogalmazott allitasra keriil sor. Erdekességképpen megjegyezziik, hogy a fenti parhuzam nem
csupan illusztracio: a felhasznélasra keriilg algebrai apparatus, s6t a lemmak is megegyeznek azokkal, amiket Gauss
az idézett tétel bizonyitasara hasznalt.

Lassuk elGszor az atfogalmazast. Az x1, Xo, . .., X, egységnyi hosszusigu vektorok egy pozitiv koriiljarasa szabélyos
n-szog cstcsaiba mutatnak. Helyezziik el ezeket a vektorokat a komplex szamsikon gy, hogy a sokszog kozéppontja a
szamsik orig6jaba, az x,, vektor végpontja pedig a valés szdmegyenes + 1 pontjaba essen. Jeloljiik e-nal azt a komplex
szamot, amelybe az x; vektor végpontja mutat. Az e abszolut értéke (hossza) 1, modulusa (a pozitiv valos tengellyel
bezért szoge) 27 /n. Igy az e-nal térténd szorzas egy pozitiv irdnyt 27/n nagysagt szoggel valo elforgatast jelent,
példaul £? = ¢ - e-t ugy kapjuk, hogy e-t elforgatjuk az origo koriil 27 /n szoggel. Tehat x, végpontja €2, s hasonléan
x; végpontja '. Specialisan € = 1, ahonnan

O=c"—1=(e—D)(e" +e" 2+ ... +e"+e+1).
Mivel € # 1, azért a masodik tényezének kell nullinak lennie. Komplex szamokat vektorként kell 6sszeadni, az
(2) e 44 r1=0

Osszefiiggés azt mondja ki, hogy a szabalyos n-szog kézéppontjabol a cstcsokba mutato vektorok dsszege nulla, ahogyan
azt mar korabban allitottuk. Az 1, e, €, ..., e" ! szamokat n-edik egységqyokoknek szokas nevezni, hiszen ezek (és
csak ezek) n-edik hatvanya 1.

A (2) Osszefliggeést még ugy is értelmezhetjiik, hogy e gyoke az

(3) fl@y=a" 4" 2+ .+ +a4+1

polinomnak. A bizonyitandé allitas, marmint az, hogy az 1, 2, ..., n szamok tetsz6leges a1, az, ..., a, permutécidjira
Ya;x; # 0, komplex szdmokkal megfogalmazva azt mondja, hogy Ya;e* # 0, vagyis hogy € nem gyoke a

(4) g(z) = 12" P apor™" 2+ ... 4 asr® + a1z +a,

polinomnak. Ezzel elérkeztiink a keresett atfogalmazashoz:

Az ay, ag,... , an szimok tetszdleges megengedett megudlasztisa mellett az f(x)és g(x) polinomoknak nem lehet
kozos (komplex) gyoke.

Hogy ne szakitsuk meg a bizonyitds menetét, elérebocsatunk két, polinomokra vonatkozd segédtételt. Ezek bi-
zonyitdsa — mint latni fogjuk — sok otletet igényel és meglehetGsen hosszii. Mindamellett ezek a lemmék sokszor
alkalmazhatok, példaul a szerkeszthet&ség elméletében alapvets jelentGségiiek.

1. Lemma Ha n primszim, akkor az f(x) = 2" ' + ... + 2% + x + 1 polinom nem bonthatd fel két (legaldbb
elséfoki) raciondlis egyiitthatds polinom szorzatdra. (Ezt ugy mondjuk, hogy f(x) irreducibilis a raciondlis szamtest
felett.)

2. Lemma Legyen f(z) és g(z) két tetsz6leges racionélis egyiitthatoju polinom, és tegyiik fol, hogy az a (komplex)
szam mindkettének gydke. Ekkor vannak olyan fi(x), gi(x) és h(x) raciondlis egyiitthatds polinomok, hogy

f(@) = fi(z) - h(z),  g(z) = g1(x) - h(z)

és a a gyioke h(x)-nek. (Elképzelhetd, hogy f1(x) vagy g1(x) azonosan konstans polinom.)



Legyen tehat most n primszam, és tegyiik fel, hogy a (3) és (4) alatt definialt f és g egész egylitthatos, tehat
specialisan racionalis egyiitthatos polinomoknak volna kozos gyoke. Ekkor a 2. lemma szerint f(x) = fi(z) - h(z) és
g(x) = g1(z) - h(x) alakban szorzatta bonthatok, ahol fi, g1 és h racionalis egyiitthatosak. Az 1. lemma szerint f
nem bonthat6 fel legalabb els6foku racionalis egyiitthatos polinomok szorzatara, tehat f; sziikségképpen azonosan
konstans, mondjuk mindeniitt az 1/r racionalis értéket veszi fel. Ekkor f(z) = f1(z) - h(x) alapjan

h(x):r~x"_l+r~x"_2—|— B R N A iy

Tudjuk, hogy g(z) = g1(z)-h(x). Ha g1 legalabb elséfoku lenne, akkor a g1 (z) - h(z) szorzat legalabb n-edfoka polinom
lenne, noha (4) szerint g(x) pontosan (n — 1)- edfokd. Ezért g; is nulladfokt, mondjuk azonosan s értéket vesz fol,
ezért g(z) = g1 - h(x) miatt g(x)

(rs) - 2™t 4 (rs) a2+ ... +(rs)-2® + (rs) -z + (rs)

alakt. Ennek minden egyiitthatoja egyenls, tehat példaul a; = as. Ez pedig lehetetlen, hiszen ay, as, ..., a, az
1, 2, ..., n szdmok egy permutacidja, igy paronként kiilonbozé szamokbol &ll. Ellentmondésra jutottunk abbdl a
feltevésbdl, hogy a (3) és (4) alatti polinomoknak van kozos gyokiik (legalabbis abban az esetben, ha n prim), igy az
allitast bizonyitottuk.

A bizonyitéas egy kicsit tobbet adott, nevezetesen a kovetkez6t. Ha a1, aq, ..., a, olyan egész szamok, amelyekre a
(3) és (4) alatti polinomoknak van k6z6s gyokiik, akkor szitkségképpen a1 = a2 = - -+ = a,. ,, Visszagbéngyolve” azokat
az atfogalmazasokat, atalakitdsokat, amiket az eredeti feladaton csinaltunk, ebbdl az alabbi tételt kapjuk:

Legyen n egy primszdm. Ha egy n oldali konvexr n-szég minden szoge egyenld és minden oldaldnak mértékszdima
egész, akkor a sokszog szabdlyos (és persze az oldalak egyenldk).

A téglalap mutatja, hogy ez az allitds nem marad érvényben, ha n-et primszam helyett primhatvanynak valasztjuk.
Mivel ezt a kovetkezményt kizardlag az 1. és 2. lemmabol vezettiik le, azért az 1. lemma &llitdsa nem maradhat
érvényben n = 4-re. (Tehat abbdl, hogy létezik 1 és 2 oldalhosszisagu téglalap, kovetkeztetiink arra, hogy az o3+ 2%+
x + 1 polinom felbomlik két racionélis egyiitthat6ju polinom szorzatara! S valoban, 22 + 2> + 2+ 1 = (z+1)(2* +1).)
Primhatvanyra tehat altalaban a fenti gondolatmenet nem hasznélhato, raadasul ha n nem primszam, a (3) alatti
polinom biztosan nem irreducibilis. Ahhoz, hogy mégis mentsiik ami menthets, els6ként olyan irreducibilis polinomot
kell taldlnunk, aminek a legkisebb modulusd n-edik egységgyok, amit e-nal jeloliink, gyoke. Legyen tehat n = p¥, ahol
p prim és k > 1 egész szam. Jeloljiik a p* ! szamot g-val, ekkor n = p - ¢, tehat e” = P4 = 1, és persze €7 # 1. Igy

0=c"—1=(e9)? —1= (7 — 1)(5(17—1)11 4el=Day o La4 1),
kovetkezésképp € gydke az
(5) ) =PV g0 1 g2 g0 4

polinomnak.
3. Lema Az f"(z) egész egyiitthatds polinom irreducibilis a raciondlis szdmtest felett.

Vegyiik észre, hogy az 1. lemma speciélis esete a 3. lemmanak k& = 1, azaz ¢ = 1 mellett.
Legyen most n = p* és tegyiik fel, hogy az a1, as, ..., an egész szamok olyanok, hogy a

g(@) =an_ 12" '+ ... Fax® +ar+a

polinomnak és a fenti f*(z) polinomnak van kozds gyoke. Pontosan ugyantgy, mint az el6bb, csak most a 2. és 3.
lemma segitségével adodik, hogy van olyan racionalis egyiitthatéjia g1 (x) polinom, amivel

Az f*(x) fokszéma (p — 1) - ¢, a g(x)-é n — 1 = pq — 1, ezért g1 (x) fokszama (pg— 1) — (p— 1) - ¢ = g — 1, vagyis
gl(l') = bq_1$q71 + bq_2$q72 + ... +bix + by.

Ekkor viszont a g1 (z) - f*(z) szorzatban minden 0 < i < ¢ — 1 mellett az 2*, 2'79, ..., 2"+ (P~D4 egyiitthatoja mind
b;, tehat g(x)-ben a megfelels hatvanyok egyiitthatoi is egyenlSk. Kovetkezésképp a1, asz, ..., a, nem lehet mind
kiilonboz6, és igy nem lehet az 1, 2, ..., n szdmok egy permutacidja sem. A tételt ezzel igazoltuk.

A bizonyitas most azt adta, hogy g(z)-ben minden g = pE1 edik egyiitthaté megegyezik. Ezt az egyenl6szogi
n-szogekre a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk at:

Legyen n = p®, ahol p primszdém. Ha egy n oldali konvex n-szég minden szige egyenld és oldalainak mértékszima
egész, akkor a sokszég minden p~'- edik oldala ugyanolyan hosszi.

Ebbél: k = 1-re visszaadddik az el6z6 kovetelmény, n = 8-ra pedig a 2137-es gyakorlat altalanositésa: ha egy konvex
sokszog minden szoge 135° és oldalai egészek, akkor szemkozti oldalai egyenld hossztak.



Ami hatra van, a kordbban kimondott harom lemma bizonyitasa. Valojaban elég csak az utobbi kett6t belatni,
hiszen a 3. lemmanak speciilis esete az 1.

A 2. lemma bizonyitdsa

Legyenek f(z) és g(z) olyan racionalis egyiitthatos polinomok, amelyeknek az o (komplex) szam kozos gyoke.
Olyan f1(x), g1(x) és h(x) raciondlis egyiitthatojia polinomokat kell talalnunk, amelyekre

f(z) = fi(z) - h(2), g(w) = g1(z) - h(z),

és a gyoke h(z)-nek.

Az allitast f(x) és g(z) fokszaméanak Osszegére vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk. Feltehetjiik, hogy f(x) és
g(x) legalabb elssfoku, igy

f(x) =apz™ +a12™ ' 4+ ... Fam12+am
és
g(x) = boz"™ + biz" P+ .. 4 by_1x+ by,

ahol ag # 0 és by # 0, és mondjuk n < m. Indukcios feltevésiink szerint az allitas igaz az Gsszes olyan polinom parra,
melyek fokszamainak Gsszege kisebb (m + n)-nél.

a
Tekintsiik most az f(x) = f(x) — b—o -x™™" . g(x) polinomot. Ez nyilvan racionélis egyiitthatos, fokszama m-nél
0

kisebb, és mivel o gyoke volt f(x)-nek és g(z)-nek is, gyoke lesz f(z)-nek is. Ha most f(z) nulladfokt, akkor f(a) =0
miatt azonosan nulla, és ekkor

f(:v)=z—2wm’"-g(:v) 6 glz)=1-g(x)

megfelels felbontas. Ha viszont f(x) legalabb elséfoku, akkor f(x)-re és g(z)-re az allitast mar tudjuk, hiszen fokszamaik
Osszege kisebb (m 4 n)-nél. Tehat vannak fi(x), g1(x) és h(x) racionalis egyiitthatoju polinomok, amikre h(z)-nek a
gyoke, tovabba

Ekkor viszont

és
9(x) = g1(x) - h(z)
adja a keresett felbontast. Ezzel a 2. lemmat bizonyitottuk.

A 3. lemma bizonyitdsa

A lemma egy bizonyos egész egyiitthatos polinomrol éllitja, hogy nem bonthatd fel két raciondlis egyiitthatoji
polinom szorzatara. Elséként azt mutatjuk meg, hogy ha a polinom felbomlik racionalis egyiitthat6ja polinomok szor-
zatara, akkor egész egyiitthatos polinomok szorzataként is felirhat6. Ez az allitds Gauss- féle lemma néven ismeretes,
és természetesen Gausstol szarmazik.

Legyen tehat

flx)y=a"+ A" '+ .. A, A, =
= (z" + biz" '+ ... 4 b+ b.)(z® + v+ L 4cez+ Cs)s
ahol Ay, As, ..., A, egész szamok, a b;, ¢; egyiitthatok pedig raciondlisak. Tegyiik fel, hogy b;, ¢; mar tovibb nem

egyszertsithet alakban van felirva, és legyen By a b; egyiitthatok nevezdinek legkisebb k6zos tobbszorose, Cy pedig a
c; egylitthatoké. Legyen még

b B; Ci

= =% P

i BO i CO

Vil4agos, hogy nincs olyan primszam, ami oszt6ja lenne a By, By, ..., B, szdmok mindegyikének, s olyan sincs, ami a

Cy, C4, ..., Cs mindegyikét osztana.
A fenti szorzat mindkét oldalat BoCp-lal szorozva kapjuk, hogy

Bocof(ft) = (BQLL‘T + lerfl 4+ ...+ BT)(CQCES + Clxsil + ... + Cs)



A bal és jobb oldalon a megfelel§ hatvanyok egyiitthatéinak meg kell egyeznie, tehat

ByCo Ay = ByCy + B1Cy,

BoCoAiy; =
=ByCit+; +Bi1Ciyj1+ ... +B;_1Cj11 + BiCj + Bi1Cij1+ ... +Bi1;Co

Legyen p tetszoleges primosztoja a ByoCy szorzatnak. El6z6 megjegyzésiink értelmében p nem lehet osztéja az Gsszes
B; szamnak, van olyan 0 < ¢ < r, hogy p osztéja By, Bi, ..., Bi_1-nek, de nem osztdja B;-nek. Ugyanigy van olyan
0 < j <sis, hogy p osztdja Cy, Ci, ..., Cj—1 mindegyikének, de nem osztéja C; -nek. Ez a p osztdja BoCoA;+;—nek.
A fenti kifejezésekben ByCyA;+; jobb oldalan viszont mindegyik 6sszeadandé — az egyetlen B;C; kivételével — oszthato
p-vel, B;C; nem oszthato, ezért a jobb oldal sem oszthat6 p-vel.

Az ellentmondas azt jelenti, hogy nem lehet ByCy-nek primosztoja, vagyis BoCy = 1, ahonnan By = Cy = 1. Ez
viszont azt mutatja, hogy az f(x) szorzat elGallitasaban a b;, ¢; egyiitthatok sziikségszerten egészek. A Gauss-lemmét
bizonyitottuk.

Ennek alapjan annak bizonyitdsdhoz, hogy egy 1 f6egyiitthatoja, egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel
raciondlis egyiitthat6ju polinomok szorzatéara, elegendd megmutatni, hogy nem bonthaté egész egyiitthatdju polinomok
szorzatara. Erre ad elégséges feltételt az alabbi, Schoenemann és Fisenstein, a mult szazad kézepén mikods német
matematikusokrol elnevezett kritérium:

Ha az egész egyiitthatds
f(x) =" + A1$n71 + ... + AnflI + An

polinom Ay, As, ..., A, egyitthatéi mind oszthatdk a p primszdmmal, és A, nem oszthatd p>-tel, akkor a polinom
nem bonthatd fel egész eqyiitthatds polinomok szorzatdra.

Tegyiik fel ugyanis, hogy f(z) felirhato
(2" +Bix" '+ ... + Bt +Ciat L+ C)

alakban, ahol B; és C; egészek. Ekkor B,Cs = A, miatt ez a szorzat oszthatd p-vel, de nem oszthato p2—tel —
kovetkezésképp B, és Cy koziil pontosan az egyik oszthatd p-vel. Legyen ez mondjuk Cs. Ekkor

Anfl = Brflcs + Brcsfl

szerint B,.Cs_1 = A,,_1—B,_1Cs is oszthato p-vel, de mivel B, nem oszthatoé vele, ezért C's_1-nek kell p-vel oszthatonak

lennie. Hasonl6an
An72 = B’I"72OS + Brflcsfl + Br0572

alapjan az adodik, hogy Cs_o is oszthato p-vel stb., végiil
A’I" = Brfscs + BrferlOsfl + ...+ Brflol + BTCO

miatt azt kapjuk, hogy Cy = 1 is oszthaté p-vel, ami ellentmondas. Ez pedig a Schoenemann—Eisenstein kritérium
helyességét igazolja.

Most mér ratérhetiink a 3. lemma allitasanak bizonyitasara. Legyen p egy primszam, q = p*~
egészre. Azt szeretnénk belatni, hogy az

! valamely k > 1

Flz) =P Va4 pp=2a 420 04

egész egylitthatos polinom irreducibilis. A Gauss-lemma alapjan ehhez elég belatnunk, hogy f(z) nem bonthat6 fel
két egész egyiitthatés polinom szorzatara. Ez utobbi igazolasara a Schoenemann—Eisenstein kritériumot szeretnénk
hasznélni. Ez persze kozvetleniil nem megy, egy picit ravaszkodnunk kell. Tekintsiik a

g@)=flz+1)=@@+1D)P V4 @+ (x+1)7+1

egész egylitthatos polinomot. Ha f(x) felbomlana két egész egyiitthatos polinom szorzatara, akkor persze g(z) is
felbomlana, Igy abbol, hogy g(z) irreducibilis, kovetkeztethetiink arra, hogy f(z) is az. g(z)-re viszont méar miikodik a
kritérium. A binomialis tétel alapjan vilagos, hogy g(z) legmagasabb foku tagja 2P~ konstans tagja pedig p (hiszen
p — 1 darab (x 4+ 1)-hatvanyt kell 6sszeadnunk). Ezért elég belatni, hogy g(z)-ben az Gsszes tobbi eléfordulé hatvany
egyiitthatoja oszthato p-vel.



Els6ként szamitsuk ki (z + 1)9-t:
qg—1
q .
1V =294+1 ‘.
(z+1)?=274 —I—; (Z)x

A szumma-jel mogott allo binomialis egyiitthatok mind oszthatok p-vel, hiszen

() -4(17))

a mésodik tényezd egész 1 <7 < g — 1 esetén, és az els6 tényez6 szamlaloja az egyszertsitések utan is oszthaté p-vel.
Ezért
(+1)"=2+1+p-G(z),
és igy ) ) .
(z+1)"=@"+1+4p-G) =" +1)" +p-Gi(x)
szintén a binomialis tétel alapjan, ahol G(z) és G;(x) is egész egyiitthatos polinomok. Ezekkel a ¢g(z) polinomot a
kovetkezSképpen irhatjuk fol:

g() =) (@+ 1= @1 +1)+p- Y Gi(a).
1=0 1=0 1=0

A jobb oldalon az els szumma z? = ((x? + 1) — 1)-szerese éppen (z? + 1) — 1, ami a binomiélis tétel szerint a
kovetkezdvel egyezik meg:

n <Zl)> 2@V 4 4 <pf 1) 2 =2z P" D+ p- H(z)),

ahol H (z) egész egyiitthatoju. Ezért

p—1
g() =24 p-H(z)+p- ) Gi(),
1=0

vagyis g(x)-ben valoban az Gsszes t6bbi egyiitthato oszthatd p-vel, amint allitottuk. Innen a Schoenemann—Eisenstein
kritérium alapjan g(z) irreducibilis — tehat f(x) is az, ez pedig a 3. lemma allitasa volt.



