1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az x, y, z raciondlis szamokra
3+ 3y + 925 — 9ayz =0
teljesil, akkor x =y =2z =0.

I. megoldas. Az © = y = z = 0 értékharmas nyilvinvaléan megoldasa az egyenletnek. Ha van ettdl kilonbozé
megoldéas, ahhoz taladlhat6 olyan, 0-t6l kiilonb6z6 w raciondalis szadm, amelyikre

X=ux, Y=uy é Z=wuz

egész szam, és 0-t6l kiilonboz6 racionalis szamhoz 0-t6l kiilonboz6 egész tartozik. (Egy olyan u, amelyiknek a szamlaloja
oszthato a raciondlis szaimok nevezsivel, nevezdje pedig kozos osztéja a szamlaloknak, megfelel). Egyenletiink mindkét
oldalat u3-nal szorozva kapjuk, hogy

(1) X343V 492% —9XYZ =0

is teljesiil. Elég tehat azt megmutatni, hogy (1)-nek nincs mas egész megoldasa, mint X =Y =27 =0.

Valasszunk egy olyan egész szamokbol 4ll6 megoldast, amelyikre | X |+ Y| +|Z| a lehets legkisebb. Ilyen van, mert
egy megoldashoz 6sszesen csak véges sok olyan, egész szamokbol all6 harmas van, amelyikre az abszolit értékek Osszege
nem nagyobb, mint az adott megoldasban. Ezek koziil tartsuk meg azokat, amelyeket X, Y ill. Z helyébe helyettesitve
(1) teljesiil. Ezek koziil kivalaszthato egy olyan harmas, amelyikben az abszolut értékek sszege minimalis.

Ha ebben a megoldasban X = 0, akkor

Y3 +32°=0

is fennall. Ha itt Z = 0, akkor Y is 0. Nem lehet azonban Z # 0, mert akkor a
32% = -Yy?

bal oldalanak torzsszamhatvanyokra torténd felbontasaban 3 kitevGje egy 3-mal nem oszthaté szam lenne, a jobb oldal
felbontésaban viszont 3-mal oszthato szam. A szdmelmélet alaptétele szerint azonban egy egész szam torzsszamhat-
vanyokra torténd felbontdsaban minden torzsszam kitevGje egyértelmien meg van hatarozva. Megallapitasunk igy is
fogalmazhat6: 3 nem kobe racionalis szdmnak, vagy\3/§ irraciondlis. Ha tehat X = 0, akkor Y és Z is 0.
Ha X # 0, akkor
X3 =3BXYZ-Y?-32%),

tehat X3 oszthaté 3-mal. De 3-mal nem oszthaté szamnak a kobe sem oszthat6 3-mal, tehat X-nek is oszthatonak
kell lennie 3-mal. X = 3X;. Ezt (1)-be beirva és 3-mal osztva, azt kapjuk, hogy

Y3 4+323 49X —9YZX, =0,
azaz Y, Z, X1 = X/3 is megoldasa (1)-nek. Erre azonban
Y1+ 12+ [X/3] < [X]| + Y]+ 2],

mert X # 0. Ez viszont nem lehetséges, mert olyan megoldésbol indultunk ki, amelyikben az abszolut értékek Gsszege
minimalis volt. Nem lehet tehat olyan egész szamokbol allo megoldas, amelyikben X # 0. Ezzel a feladat allitasat
igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Tébben abbol az észrevételbdl indultak ki, hogy
3zyz =2 (V3y)(V92) = ¥/3(3y3)(923),

tehat az elsé harom tag mértani kozepe. Igy ha ., y és 2z pozitiv, a szamtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenséghol
kovetkeztettek a feladat allitasanak helyességére. Arra az esetre azonban, ha x, y és z kozt vannak kiilonb6z6 elGjeltek,
ez a gondolat nem vihetd tovabb.

2. Az I. megoldashoz hasonl6 utat kovets versenyzok vagy azt bizonyitottdk, hogy X-nek, Y-nak és Z-nek 3 akar-
milyen magas hatvanyaval oszthaténak kell lennie, és ez 0-t6l kiilonbdz6 egész szadmra nem lehetséges, vagy belattak,
hogy egy, az X =Y = Z = 0-t0l kiilonb6z6 megoldasrol feltehets, hogy relativ prim szamokbol all, viszont masrészrol
mindegyiknek oszthaténak kellene lennie 3-mal, ilyen megoldas tehat nem létezik.

Csak kevesen hivatkoztak a torzsszdmhatvanyokra torténé felbontés egyértelmiségére, de ennek hidnyat a bizottsag
nem tekintette hibanak.

3. A bizonyitas egy érdekes befejezése volt a kovetkezs: Ha 3 kitevGje X, Y és Z felbontasdban a, b, ill. ¢, akkor
(1) egymas utani tagjaiban 3 kitevdje

3a, 3b+1, 3c+2, a+b+c+2.



Ezek koziil az els6 harom kiilonboz6, mert 3-mal osztva kiilonbéz6 maradékot adnak. Jeloljiikk koziilik a legkisebbet
m-mel. Ennek a 3-szorosa tehat kisebb a harom kitevs 0sszegénél:

3m <3a+3b+3c+3=3a+b+c+1).

Igy
m<a+b+c+l<a+b+cH+2,

vagyis m-nél nagyobb a 3 kitevSje a negyedik tagban is. Ha tehat (1) mindkét oldalat osztjuk 3"™-nel, akkor a bal
oldalon egy tag lesz, amelyik nem oszthaté 3-mal, tehat a bal oldal nem oszthat6 vele, viszont a jobb oldalon tovabbra
is 0 all, ami oszthaté 3-mal. Ezzel ellentmondéasra jutottunk.

Ez a meggondolas felhivja a figyelmet arra, hogy az &llitas az

2+ 3y + 923 — 32yz =0

egyenletre is igaz marad. A kozolt megoldas is valtoztatas nélkiil alkalmazhaté erre az egyenletre is. Nem volna viszont
alkalmazhato a kovetkez6 megoldas, amire szintén tobben ratalaltak.

II. megoldas. Ismeretes és konnyen igazolhat6 a kovetkez6 azonossag-par:
a® + b+ —3abc = (a +b+c)(a® +b* +c* — ab— bc — ca) =

((a=1b)*>+(b—2)>+ (c—a)?).

1
:(a—|—b+c)§

Ide a, b, ¢ helyébe z, /3y, V/9z értékeket irva a feladatban szerepls egyenlet bal oldala igy alakithato at:
2% 4 3y° +92° — 9xyz = (v 4+ V3y + \g/gz)%((x — V3y)% + (V3y — V9z)? + (V9z — 2)?).
Az utolsd tényezd csak ugy lehet 0, ha benne mind a 3 tag 0, tehat tobbek kozt
T — \S/gy =0.

Ebbdl azonban y = x = 0 kévetkezik, miutan V/3 irracionalis. Ekkor pedig z is 0.
Marad még az a lehetGség, hogy

(1) x+V3y+ V92 =0.
Szorozzunk V/3-mal:
(2) 32+ V3z + V9y = 0.

A két egyenletbsl kiiszoboljiik ki a v/9 tartalmazo tagokat, az elsG egyenlet bal oldalanak y-szorosabol a mésodi-
kénak z-szeresét levonva:
(zy — 322%) + V3(y? — 2z) = 0.

Miutan +/3 irracionélis, ez racionalis z, y, z-vel csak ugy teljesiilhet, ha
zy—322=0 és y?>—zx=0.
Az el6bbi egyenletet z-vel, az utobbit y-nal szorozva és dtrendezve innen azt kapjuk, hogy
323 = zyz = y°.

Ebbdl ismét y = z = x = 0 kovetkezik. A feladatban szerepls egyenlet tehat csak erre az egy racionalis szamharmasra
teljesiil.

Megjegyzés. Ugyanigy lathato, hogy ha a olyan raciondlis szam, amelyik nem koébe racionéalis szamnak, akkor az
23+ ay® + a?2® — 3axyz =0
egyenlet egyetlen raciondlis szamokbél all6 megoldasa z =y = z = 0.

2. feladat. Az f(z) = 2" +a12" ' +...+an,_12+1 polinom ay, ..., a,_1 egyiitthatdi nem negativak és az f(z) =0
egyenletnek n valds gyoke van. Bizonyitsuk be, hogy f(2) > 3".

I. megoldas. A polinomnak valds 0-helye csak negativ szam lehet, mert nem negativ = helyen egy tag sem negativ
és az allando tag 1, és igy



f(z)>1 ha z>0.
Feltétel szerint n valos gyok van, jeloljiik ezeket —ap, —aa, ..., —ag,-nel. Itt tehat az «a;-k pozitiv szamok. Az
egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozti Osszefiiggések szerint j =1, 2, ..., n — l-re
a; = (=17 ((—a1)(—a2) ... (—ay) + ...+ (—my ) (—my) - () + ..+
+ (—an7j+1)(—oén7j+2) NN (—an)) = Q102 ...04 + ...+
+ Qo Qg - - - Qm; + .ot Qn—jp10n—jt2 ... Qp,
végiil
(1) (=D)"(—aq)(—a2)...(—an) = ar1ae...ap = 1.
Az aj-t elGallité Osszeg mindazokbol a tagokbdl all, amelyek gy keletkeznek, hogy kivalasztunk a gyokok koziil j
. n
darabot és azokat Osszeszorozzuk. Ezek szdma ( .

Alkalmazzuk az Osszegre a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget. A tagok szorzatdban minden o,
szerepelni fog, éspedig ugyanazon az A hatvanyon ( ahanyféleképpen a maradé n—1 gyok koziil j — 1-et kivalaszthatunk

1

a; mellé, azaz A = " 1 ), tehat ez a szorzat, felhasznalva (1)-et
j—

(1ag .. .ozn)A =1.

Igy a tagok meértani kozepe is 1, tehat az emlitett egyenl6tlenség szerint

Qj . n .

< >1 vagyls a; > | . (1<j<n-1).
(7) J

Ezt minden egyiitthatéra alkalmazva, azt kapjuk, hogy

f(2)22n—|- n2n71—|—...—|— " 2_|_1:(2_|_1)n:3n7
1 n—1
és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés. A megoldas azt is adja, hogy ha ¢ nem negativ szam, akkor

n

fle)>c" + <1>c”1+...+ (ni1>c+1=(c+1)”.

II. megoldas. Ismeretes, hogy ha egy
g(x) = box" + b1z ...+ bp1x + by
polinomnak gyokei a ¢y, ..., cx szdmok, akkor ilyen alakban irhato:

g(z) = (x = 1) ... (z = cx)g1(2),

ahol g1 egy (n — k)-adfoku polinom, amelyikben a legmagasabb foku tag egyiitthatoja by. Az el6z6 megoldas jeloléseit
hasznalva esetiinkben

fl@)=(z+a)(z+a)...(v+ an).

Ide = helyett 2-t helyettesitve alkalmazzuk minden tényezére a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget a

kovetkezs alakban: L4+14
: % > 3YT 1 -, = 3an,.

Ezt m =1, 2, ..., n-re Osszeszorozva és figyelembe véve (1)-et, azt kapjuk, hogy

f2) > 3"Yaas. . o, = 3™

Megjegyzés. Ez az eljaras az el6z6 megoldashoz flizott megjegyzés altalanositasat kozvetleniil csak pozitiv egész c-re
adja. Ervényes azonban a felhasznalt egyenlGtlenség kovetkezs altalanositasa, tun. silyozott alakja: Ha p és g pozitiv
szamok (sulyok), és by, by pozitiv szamok, akkor

24am=(14+14a,)=3

1

pb1 + gbs
> (VPP +q
> 0hnY)

(2)



és az egyenl6tlenség értelemszerd megfelelGje 2-nél tobb szamra. Ezt p = ¢, ¢ = 1, by = 1, by = «,, vélasztassal
alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 1
>(c+ 1) al)ect 1l =(c+1)(apm)ct+1

c-1+1-ap,

c+am=(c+1) o

és igy, (1)-et is felhasznalva
1

fle)>(c+1)"(ar-ag...an)c+1=(c+1)"

A (2) alatti egyenlStlenség — és altalanositasa is — raciondlis stlyok esetén egyszertien visszavezethetd a silyok
nélkiili egyenlGtlenségre; ha pedig a silyok kozt van irraciondlis szdm is, akkor a bizonyitas gy torténik, hogy az
irracionalis sulyokat megkozelitjiik racionélis szamokkal, és vizsgaljuk, mi torténik, ha a megkdzelitést minden hataron
tal finomitjuk.

III. megoldas. Altalanosan azt bizonyitjuk, hogy tetszés szerinti pozitiv c-re
fle) = (e+1)"
Ismét a gyoktényezsk szorzatara bontott alakbol adodo
fle)=(c+ar)(lc+az)...(c+ay)

szorzatot vizsgaljuk. Ha itt az «;-k mind egyenl@k, akkor (1) miatt mindegyik értéke 1 és

F(e) = e+ 1)

Ha az «a;-k kozt vannak kiilonb6zsk, akkor van 1-nél kisebb is, nagyobb is. A szamok sorrendjét megvaltoztatva, ha
kell, feltehetjiik, hogy ay,—1 < 1 < «,. Hasonlitsuk 6ssze ekkor f(c)-t az o), = am,hal <m <n—2,a)_; = ap_10p,
a; = 1 szadm n-eshez tartozo

ffle)=(c+aj)(c+a3)...(c+a))=(c+ar)...(c+an—2)(c+ an_1a,)(c+1)

szorzattal. Erre is teljesiil, hogy

* % * 1.
ol ..o = 1;

tovabba
fle)=f(¢c)=(c+a1)...(c+ Ozn72)((c +an—1)(c+ an) — (c+ an—1ap)(c+ 1))

Az utolsé tényezst igy alakithatjuk at:
(c+an_1)(ct+ap) —(ct+an_1an)(c+1)=clan-1+an—1—ap_1a,) =
=c(1—ap-1)(a, —1).
Itt feltétel szerint mind a 3 tényezs pozitiv és pozitivak az f(c) — f*(c) kifejezésében szerepls tovabbi tényezdk is,
tehat
fle) > f*(o).

Ha az o, szamok nem mind egyenlgk, az eljarast ismételhetjiik, mert a szorzat kézben mindig 1 marad. Legkés6bb
n — 1 1épés utdn minden o 1 lesz. Mivel kozben a felléps f értékek novekednek, azt kapjuk, hogy

fle) > (e+1)"

3. feladat. Adott a sikon n+ 1 pont, Py, Ps, ..., P, és Q, amelyek kézil semelyik hdrom nincs egy egyenesen.
Tudjuk, hogy birmelyik két kiilonbozd P;, P; ponthoz taldlhats olyan Py pont, hogy Q) a P;P; P, hdromsziog belsejében
van. Mutassuk meg, hogy n pdratlan szam.

I. megoldas. A megoldashoz a feltételt atfogalmazzuk. Megmutatjuk a kovetkezSt: Ha A, B és Q nem egy
egyenesen levd pontok, akkor sikjuknak azokra és csak azokra a C pontjaira tartalmazza az ABC hdromszdg belsejében
a Q pontot, amelyek az AQB konvex sz0g csicsszég-tartomdnydnak belsejében vannak (1. dbra).
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1. dbra

Valoban, ha @ a haromszog belsejében van, akkor C' az AQ egyenesnek a B-t nem tartalmazo partjan van, a
BQ egyenesnek pedig az A-t nem tartalmazo partjan. Igy C a két falsik kozos részében, tehat az allitasban szerepls
szogtartomanyban van. A konvex szogtartomanyrol van szd, tehat arrol, amelyik barmely két pontjaval azok 6sszekotd
szakaszat is tartalmazza, miutan a félsik konvex tartomany és konvex tartomanyok kozos része is konvex.

Forditva, ha C' a mondott szégtartoméanyban van, akkor a CQ egyenes @-n tuli meghosszabbitisa metszi az AB
szakaszt egy belsé D pontjaban. A C'D szakasz az ABC haromszogben van, tehit annak @ bels6 pontja a haromszog
belsG pontja.

A feladatra térve a P1Q egyenes egyik, mondjuk jobb partjan levé pontok szamét (Pj-et nem szamitva) jeloljiik
r-rel, a bal parton levGket s-sel. A jelolést, ha kell, valtoztassuk meg gy, hogy a jobb parton a P, ..., P.;1 pontok
legyenek, mégpedig ugy, hogy

PIQP, <« < PIQP3;<a < ... < PLQP, 111 < 180°

teljesiiljon.

A P,Q és P11Q félegyenes @-n tuli félegyenesei kozti szogtartoményok a bal parton vannak és a kiilonb6z6 i-khez
tartozéknak nincs kozos pontjuk. Minden ilyen tartomanyban van legaldbb egy a bal parti pontok koziil, mert a F;,
P;1-hez megfelels Py, pontoknak segédtételiink szerint itt kell lenniiik. A szogtartoményok szama r, igy

r <s.
A bal és jobb part szerepét felcserélve ugyanigy azt nyerjiik, hogy
s <.

Igy az 6sszes P; pontok szama:
n=r+s+1=2r+1,

tehat paratlan szam, és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések. 1. A versenyzdk tulnyomo része a megoldasban szerepls lemmaét sok més, altalaban nem ilyen iigyes
moédon hasznélta fel.

a) Sokan egy egyenest forgattak a @ pont koriil és annak két félegyenesét pirosra, ill. zoldre festettnek gondolva
megallapitottak, hogy forgatas kozben felviltva egyszer a piros, legkozelebb a zold félegyenes halad at egy-egy P;
ponton. 180°-os elforgatas utan ér vissza az egyenes elGszor egy mar érintett P; ponthoz, de ezen most az egyenes
maésik félegyenese halad at, mint a kiindulasnal, ezért ezzel a masodszor érintett ponttal egyiitt Gsszesen paros szamu
ponton halad a4t az egyenes, masrészt n + 1l-en, tehat n paratlan.

b) Masok azt vették észre, hogy a feladat feltételei nem valtoznak, ha a P; pontokat a Q-bol induld, rajtuk atmens
félegyenesen elmozditjuk, hiszen ha A és Ay, B és By, C és C1 egy-egy Q-bol indul6 félegyenesen van, akkor az
ABC' és A1 B1Cy haromszoget nézve, vagy mindkettd belsejében tartalmazza @Q-t, vagy egyik sem (2. dbra). Ennek
alapjan egy @ kozéppontu korre helyezték at a P; pontokat. Ha a kor P;-vel atellenes pontjat R;-vel jeloljiik, akkor
megéallapitottak, hogy a kor mentén haladva felvaltva kovetkezik egy P és egy R pont. A P pontok szama helyett az
atmérsket szamoltak Ossze egy félkorre es6 végpontjaik szerint. Ha a P; ponttal kezdjiik a megszamlalast, akkor egy
P ponttal is fejezziik be, mert Ry az els6 pont, amit mar nem szamolunk. Ebbél ismét kovetkezik n paratlan volta.



2. abra

2. A versenyzGk a segédtételt dltalaban szemlélet alapjan mondték ki. Ezt a bizottsag nem tekintette hibanak.

3. Tébben megjegyezték, hogy a bizonyitasban csak annyit hasznaltunk ki, hogy egy F;, egy P; pont és () nincs
egy egyenesen, elég lett volna tehat ennyit feltételezni. Azt azonban mar nem vették észre, hogy ezt meg nem kell
kiilon feltenni, hiszen ha valamilyen i-re és j-re ez volna a helyzet, akkor semmilyen k-ra nem tartalmazhatna a P; P; Py,
haromszog belsejében a Q-t, tehat nem teljesiilhetne a feladat masik feltétele.

4. Sokan megjegyezték, hogy minden paratlan n-re van a feltételeket kielégit6 pontrendszer, pl. egy szabéalyos n-szog
csucsait valasztjuk P; pontoknak és a kézéppontjat Q-nak.

Tobben felvetették azt a kérdést, hogy ha megadunk tetszés szerint paratlan szadmu pontot a sitkban, van-e hozzajuk
olyan ) pont, amivel teljesiilnek a feladat feltételei. A kozolt megoldas felhasznaldsaval megmutatjuk, hogy a kérdésre
tagado a valasz.

A bizonyitas azt adta, hogy a P1 @ egyenes egyik és masik partjan ugyanannyi P; pontnak kell lennie. Itt P; helyett
barmelyik P; pontot vehettiik volna. Azt bizonyitottuk tehat, hogy ha a feladat feltételei teljesiilnek, akkor mindegyik
PiQ egyenes egyik és mdsik partjan ugyanannyi P; pont van.

Ha most 3 nem egy egyenesen levd pont van adva, akkor az altaluk meghatarozott haromszog minden bels§ pontja
valaszthaté6 @-nak. Nem nehéz belatni azt sem, hogy ha 5 pont van a sikban, azokhoz is taldlhaté megfelel @Q pont.
Ha azonban 7 pontot pl. a 3. dbran lathat6 moédon adunk meg, akkor nem talalhato hozzajuk megfelels @ pont.

3. dbra

Valoban, Q a feladat feltételeinek fent megfogalmazott kdvetkezménye szerint olyan kell hogy legyen, hogy pl. a
Q P, egyenes mindkét partjan 3-3 P; pont legyen. Ez csak a Py Py P; szogtartoméany belsejében levs pontokra teljesiil.
Hasonléan benne kell lennie Q-nak a Ps P3Py és a Po Ps P; szogtartoméany belsejében is. A 3 szogtartomanynak azonban
egyetlen kozos pontja Pr, és az is hatarpontja mindegyiknek, tehat nincs megfelels @) pont.



4. dbra

A 4. dbra 9 pontja kozt 3 olyan szogtartoméanyt jeloltiink meg, amelyeknek még kozos hatarpontjuk sincs, viszont
ha volna alkalmas @ pont, annak mindegyik belsejében kellene lennie.

A kovetkezd megoldas a pontok megszamlalasa helyett visszavezeti a problémét egy 2-vel kevesebb pontbol allo
rendszer esetére.

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha egy Py, Ps, ... P,, Q pontrendszerre teljesiilnek a feladat feltételei, akkor
minden P, ponthoz taldlhato olyan P, pont, hogy az e két pont elhagydsa utdn visszamaradd pontrendszerre is tel-
jestilnek. Ebb6l mar kovetkezik, hogy n csak paratlan lehet, hiszen ha n > 3, n pont koziil pontparok elhagyésaval
eljuthatunk paratlan szamu pont esetén 3, paros szamu n esetén 2 pontbdél allé rendszerhez, amelyre szintén teljesiilnek
a feladat feltételei. De 2 pont, P, és P, esetén nem teljesiilhetnek, hiszen egyaltalan nem valaszthato hozzajuk egy
harmadik P}, pont, igy semmilyen péaros n-re sem teljesiilhetnek a feltételek. n tehat csak paratlan lehet.

Teljesiiljenek a Py, Ps, ..., P,, Q pontokra a feladat feltételei. Kivalasztva tetszés szerint egy P, pontot, forgassuk
a P,Q egyenest @ koriil valamelyik irdnyban, mig egy Gjabb P, ponthoz nem ér. Nevezziik a P; pontokbdl P, és P,
elhagyaséaval visszamaradé pontrendszert D-nek. Mivel Py, volt az els6 pont, amibe a forgatott egyenes P, elhagyéasa
utan beleilitk6zott, a P,Q és P,Q egyenesek kozti 4 szogtartomény koziil egy csticsszogeket alkotd parban nincs tovabbi
P; pont. Az I. megoldasban bizonyitott segédtétel szerint a P,, Py-hez megfelel6 Py, pontok a P,Q és P,(Q szakaszok (Q-n
tali meghosszabbitasai kozti konvex szogtartomany belsejében vannak. Igy ez és a P,QP, szogtartomany tartalmazza,
D-t.

5. dbra

Legyen P és P; D-nek két pontja. Ha ugyanabban a szégtartoményban vannak, akkor sem a P;P; F,, sem a P;P; P,
héromsz6g nem tartalmazza Q-t (5. abra), tehat a P;, P;-hez megfelel6 P, pontok D-hez tartoznak.

Ha P; a P,QP, szogtartomanyban van, P; a cslicssz0g-tartomanyban, akkor feltehetjiik, hogy a F;P; szakasz a
QP, félegyenest metszi egy A pontban. Legyen Py olyan pont, amelyre P, P, P;. tartalmazza Q-t (6. dbra).



6. dbra

Mivel A a Q-bol induldé QP, félegyenesen van, a P; APy haromszog is tartalmazza Q-t. Az utébbi haromszog része a
P; P; P, haromszognek, igy ez is tartalmazza Q-t, tehat P, a P;, P; pontparhoz is megfelel6 harmadik pont. P, a D
pontrendszer pontja, hiszen mint P; és P,-hoz megfelels pont, az I. megoldas segédtétele szerint a P, Q P; szogtartomany
csucsszog—tartomanyaban van, és igy a P,QP, szogtartoméanyon kiviil; P tehat kiillonbozik P,-tél és Py-t6l. Ezzel
belattuk a megoldas elején megfogalmazott allitast és igy a feladat allitasat is.



