Az 1983. évi didkolimpia negyedik feladata a kovetkezs volt.

Legyen ABC' egyenld oldali hdromszog! Alljon az E halmaz az AB, BC és C A zdrt szakaszok dsszes pontjabol! Igaz-
e, hogy barmilyen mddon osztjuk is fel E-t két diszjunkt részhalmazra, ezeknek a részhalmazoknak legaldbb egyikében
mindig van hdrom olyan pont, amelyek eqy derékszdgi hdromszdg csicspontjai?

A tovabbiakban ennek a feladatnak néhany altalanositasarol lesz szo. Megvizsgaljuk, hogy milyen haromszogek
keriiletére létezik a feladat feltételeinek megfelels két részhalmazra osztas, majd foglalkozunk néhany olyan esettel,
amikor £ nem egy haromszog, hanem valamilyen mas sikidom keriiletének pontjaibol all. Az emlitett két részhalmazra
osztas szinezéssel tehetd szemléletessé: az egyik részhalmaz pontjait fessiik piros, a méasik részhalmaz pontjait pedig kék
szintire. Nevezziik az E halmaz egy szinezését jonak, ha nincs olyan derékszogti hdromszog, melynek cstcsai egyszint
E-beli pontok lennének.

1. Tétel: Hegyesszogi haromszog keriletének nincsen jo szinezése.

Els6ként megmutatjuk, hogy ha az ABC haromszog keriiletét sikeriilt jol szinezni, akkor az AB oldalra legalabb két
piros pont esik. Allitasunkat indirekt modon lathatjuk be. Tegyiik fel ugyanis, hogy az AB szakasz pontjai a P pont
kivételével kékek. A P pontrol nem tudjuk, hogy kék vagy piros. Ekkor az AC és BC' szakaszok barmely pontjanak
AB-n vett meréleges vetiilete — ABC hegyesszogi lévén — az AB szakasz belsejébe vagy hataréra esik. Vegyiik az AC
vagy BC szakasz egy tetszbleges, A-t6l és B-t6l kiillonbozd R pontjat. Ha R ennek a pontnak az AB-re es6 merGleges
vetiilete, és R’ nem azonos P- vel, akkor R csak piros lehet, mert ellenkezs esetben R, R 6s az AB szakasz még egy
tetszoleges kék pontja egy egyszind derékszogi haromszog cstucsai lennének. Tehat ekkor AC és C'B pirosak, kivéve
esetleg azt az egyetlen () pontot, melynek meréleges vetiilete P. (Q szinét szintén nem ismerjiik.) Feltehets, hogy Q
pl. a BC oldalra illeszkedik (lehet @ = C' is), BC' egy tetszbleges, Q-t6l kiilonb6z6 X belsé pontjat véve, X piros;
AC-re esé meréleges vetiilete, amit Y-nal jeloliink, szintén piros, Y az AC oldal bels6 pontja és AC egy tetszéleges,
Y-tol kiilonboz6 Z belsé pontja szintén piros, ugyanakkor Y X Z haromszog derékszogi. Ellentmondasra jutottunk,
tehat az AB oldalon csakugyan van legalabb két piros pont.

Hasonlé médon barmely oldalrél belathatjuk, hogy van rajta legalabb két piros, ill. legalabb két kék pont. Ebbél
konnyen adédik, hogy jé szinezés esetén a keriilet egy pontja, és valamely oldalra esé mer6leges vetiilete kiillonbo6zé
szintek.
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Tegyiik fel ugyanis, hogy pl. mind P, mind az AB-re es§ () meréleges vetiilete piros. Az elbb bizonyitottak
szerint AB-n legalabb két piros pont van, létezik tehat Q-tol kiilonb6z6 R piros pont is, ugyanakkor PQR derékszogi
haromszog, és igy ellentmondasra jutottunk.
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Ezutan megmutatjuk, hogyan lehet olyan AgBoCy haromszoget szerkeszteni, melyre Aqg, By, Cy az ABC haromszog
keriiletének pontjai, AgBy L AC, BoCyLAB és AyCy L BC'. Legyen Cp a C-hez tartoz6 magassagtalppont, és vegyiik az
ACT szakasz tetsz6leges C; bels6 pontjat. A Ci-ben az AB-re allitott merdleges messe AC-t a Bi-ben, C7 merdleges
vetiillete BC-n legyen A*, Bi-ben AC-re allitott merSleges messe a C1 A" egyenest Aj-ben. Az Ay B1Cy haromszog
rendelkezik a megkivant merdlegességi tulajdonsidgokkal, csak A; nem feltétleniil illeszkedik BC-re. Legyen AA; és

A—AO aranyu nagyitas A; B1Cy haromszoget éppen a kivant tulajdonsagu
1

BC metszéspontja Ag. Az A kbézépponti,
Ao ByCy haromszogbe viszi.

Tegyiik fel, hogy ABC hegyesszogii haromszog keriiletének van jo szinezése. Tekintsiik az igy meghatarozott Ay,
By, Cy pontokat. A fentiek szerint Ag, By és Cy szine paronként kiillonb6zs, hiszen e pontok egymaés merdleges vetiiletei.
Ugyanakkor csak két szinlink van, igy Ag, Bg és Cy szine koziil legalabb ketté megegyezik. Ellentmondasra jutottunk,
tehat csakugyan nem létezhet jo szinezés.

Mivel a szabalyos haromszog is hegyesszogt, igy az emlitett didkolimpiai feladat kérdésére adott valasz nemleges.
2. Tétel: Derékszogi haromszog keriiletének nincs jo szinezése.

Legyen az ABC haromszogben a derékszog A-nal, és tegyiik fel, hogy a haromszdgnek mégis van jo szinezése.
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Feltehets, hogy A kék. Ha mindkét befogon lenne A-t6l kiilonboz6 kék pont, akkor ezek A-val egyiitt egy derékszogi
haromszog egyszini csicsai lennének. Tehat a két befogo egyikén — mondjuk AB-n — nincs t6bb kék pont, minden A-t6l
kiilénb6z6 pont piros. Ha BC' éatfogd valamely P bels6 pontja piros lenne, akkor AB-re es6 (Q merdleges vetiilete és a
B csics harom olyan piros pont lenne, ami egyszini derékszogt haromszoget hataroz meg. Tehat BC' minden belsé
pontja kék. Ekkor azonban A mer6leges vetiilete BC-n, Ay és BC' még egy tetszbleges bels§ pontja egy derékszogi
haromszog csticsai, kékek. Ismét ellentmondéasra jutottunk, a tételt bebizonyitottuk.

3. Tétel: Tompasz6gi hdaromszognek van jo szinezése.

Szinezziik példaul a leghosszabb oldalt kékre, a masik kett6t pirosra. Mivel az Osszes kék pont egy egyenesre esik,
igy kék cstucstu derékszogi haromszog széba sem johet.




Valasszunk ki a piros pontok koziil tetszélegesen harmat, A, By, Ci-et. Feltehets, hogy koziiliik ketts: A; és Cy az
AC oldalra esik és C7 van kozelebb C-hez. Ha A; B1C; derékszogi haromszog lenne, akkor B nem eshetne AC-re, igy
csak BC belst pontja lehetne. Mivel C-ben az AC-re allitott merdleges az AC B szog belsejében halad, igy By és A1 Cy
ennek az egyenesnek kiilonb6z6 oldalaira esnek. Emiatt A; és By a Ci-ben AC-re alltott merdlegesnek is kiilonbozé
oldalaira esnek, azaz A1Cy1 By > 90°, igy A1 B1Cy haromszog nem lehet derékszogi. Tehéat csakugyan jo a megadott
szinezés.

Most néhany més sikidom keriiletének szinezésével foglalkozunk.
4. Tétel: Négyzet keriiletének nincsen jo szinezése.

Jeloljiik a négyzet csucsait A, B, C, D-vel. Ha ezek koziil harom egyszint, akkor a szinezés maris ,,rossz”. Tehat
két piros és két kék pont van koztiik. Ha a két piros és a két kék pont egy-egy oldal két végpontja, pl. A és D kék,
B és C piros, akkor a DC oldal egy tetsz6leges P pontja nem lehet sem kék (ADP héromszog miatt), sem piros (a
BCP haromszog miatt). Tehat egy jo szinezésben a két-két egyszind cstics csak atlosan helyezkedhet el.
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Tekintsiik az Ay, By, Ci, D1 oldalfelez6 pontokat. A; és C; koziil legalabb az egyik piros, méasképp A;C1C
derékszogl haromszog cstucsai kékek lennének. Feltehetd, hogy példaul A; piros, ekkor az A; BCy haromszogbdl Cy kék.
Ekkor azonban B sem piros (A; BBy haromszog miatt), sem kék (Cy C' By haromsz6g miatt) nem lehet. Ellentmondasra
jutottunk, tehat a négyzetnek nincsen jé szinezése.

5. Tétel: Kor keriletének van jo szinezése.

Legyen példaul az AB atméré A végpontja kék, B végpontja piros, az egyik AB félkor bels§ pontjai pirosak, a
méasik AB félkoré kékek. Ekkor barmely atmérs egyik végpontja kék, a masik piros. Tetszbleges P, @), R pontokat
kivalasztva, ha PQR haromszog derékszogi, akkor Thalész tétele szerint valamelyik ketts, pl. P és @, egy atmérs két
végpontja, igy kiilonbo6z6 szind.

Erdekes modon ez a tétel szolgaltat alapotletet a kovetkezs tételhez:
6. Tétel: A szabdlyos 2n-szog keriletének nincs jo szinezése.

n = 2-re az &llitast a 4. tétel mondja ki. n = 3 esetén megrajzoljuk a 2n-szog koriilirt korét. Elgszor belatjuk, hogy
jO szinezés esetén barmely kettd, egy atmérdn fekvs csticsnak kiilonb6z6 szintinek kell lennie.



Tegyiik fel ugyanis, hogy két egy atmérén levs cstics pl. piros. Thalesz tétele szerint barmely mas csticsot hozzavéve e
két cstcshoz, derékszogt haromszoget kapunk. Igy az 6sszes tobbi cstcs kék, és igy van olyan atmérs, melynek mindkeét
végpontja kék cstcs, tovabbé ezen kiviil is van kék csics (a kék cstcsok szdma 2n — 2 = 2 -3 — 2 = 4), igy van olyan
derékszogl haromszog, melynek mindharom csicsa kék, ami lehetetlen. Tehat csakugyan az egy atmérén levs cstcsok
kiilénboz6 szintek. Mivel eszerint nem minden csiics egyszint, igy van két szomszédos kiilonb6z6 szini cstucs, pl. A kék
és B piros szomszédos cstucsok. Legyen A az A tiikorképe a korilirt kor O kézéppontjara, és B tiikorképe O-ra B.
Ekkor A" piros és B  kék. Igy az AB oldal tetszoleges P bels pontja nem lehet sem kék (PAB  haromszog miatt),
sem piros (PA/B haromszog miatt). Tehéat csakugyan nincsen jo szinezés.

Végiil bebizonyitjuk, hogy

7. Tétel: Szabdlyos n-szdg keriiletének nincsen jo szinezése.

Ha n péros, akkor &llitasunk a 6. tétel szerint igaz. Ha n paratlan, akkor vegyiink fel egy szabalyos 2n-szoget,
melynek csucsai valamelyik korulJéré& irz’my szerint P(), Pl, ceey Pgnfl. A P()Pl, PQPg, 1:)41357 ceey P2n72P2n,1 egyenesek
egy szabélyos n-szog oldalegyenesei, ezt a szabdlyos n-szoget megfelel6 nagyitassal atvihetjiik barmely szabélyos n-
szogbe, igy a szinezhetGséget vizsgalhatjuk ezen a szabdlyos n-szdgon is.
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A konstrukci6 szerint a Poy és Py pontok (k= 0,1,...,n — 1) egy oldalon vannak. Az el6bbi tételbdl latott
moédon — Py P ... Py, koriilirt kérének megrajzolasadval — belathato, hogy a Py és Py, pontok kiillénb6z6 szintek
(k+n > 2n esetén Py, helyett Pyy,—on értends). Mivel eszerint az 6sszes P; pont nem lehet mind egyszind, igy van
olyan ¢, hogy P; és P;1 kiilonb6z6 szintek, mondjuk P; piros, P;+1 kék. Ekkor P,; kék és P, ;11 piros. Ha i paros,
akkor P; és P;11 egy oldalon vannak, ha ¢ paratlan, akkor n + ¢ paros, és igy Pp,+; és P,4;+1 vannak egy oldalon. A
szimmetria miatt feltehets, hogy i paros. Ekkor a P; Py szakasz része az n-szog egy oldalanak és tetszéleges @) belsé
pontja nem lehet sem kék (P41 QP,,+; haromsz6g miatt), sem piros (P;Q P, +i+1 haromszog miatt). Tehat a szabalyos
n-szog keriilete ez esetben sem lesz jol szinezhetd.

Megjegyezziik, hogy a 6. és 7. tételbdl egy jabb megoldas olvashato ki az eredeti olimpiai feladatra. A 4., 6. és
7. tételek bizonyitasaban lényegében egy erGsebb Allitast lattunk be: a 4. és a 6. tétel szerint mar egy tetszGleges
2n-sz0g csucsaibol és oldalfelezd pontjaibol allo pont 4n-esnek sincs jo szinezése (a bizonyitdsban belsé pont az oldal
felez6pontja is). A 7. tételben pedig belattuk, hogy a paratlan oldalu szabélyos n-szog keriiletén felvehets 2n szog
csticsainak és az oldalfelezs pontoknak sincsen jo szinezése. n = 3-ra ez azt jelenti, hogy mar a szabalyos haromszog
oldalharmadol6 és oldalfelezd pontjaibol allo 9 elemi ponthalmaznak sincsen jo szinezése. Ez altalaban is igy van: egy
alakzatnak akkor és csak akkor nincs jo szinezése, ha van olyan véges része, amit nem lehet jol szinezni.



