Az 1982-83. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Matematikai Verseny

Els6 (iskolai) fordulé

feladatai
1. Egységnyi oldald négyzet két szomszédos oldalara — mint alapokra — befelé egyenls oldald haromszogeket rajzo-
lunk. Mekkora a két haromszog kozos részének teriilete? (7
pont)
2. Melyik az a (tizes szamrendszerbeli) kétjegyi szam, amelynek négyzetébdl levonva a szamjegyeinek felcserélésével
nyert kétjegyd szam négyzetét, pozitiv négyzetszamot kapunk? (9 pont)

3. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szdmot jelol, akkor az

S=—14+22—-924426 4  _98n—d 4 98n—2

Osszeg oszthat6 51-gyel! (9 pont)
4. Jelentsen a az 1-t6] kiilonbo6z6 pozitiv (valos) szamot! Oldjuk meg a valos szamok halmazan az
a” 1+a™®
1
M) =1~ 1-2a"
egyenl6tlenséget! (10 pont)
5. Adjuk meg a természetes szamok halmazanak harom olyan részhalmazat, amelyekre teljesiil, hogy barmely
kettének kozos része végtelen sok elemet tartalmaz, de a harom halmaz k6zos része iires! (12 pont)

6. Jelolje k, az egységsugaru korbe irt 27! oldala szabalyos sokszog keriiletét, K,, pedig az egységsugari kor koré
irt 2”1 oldalu szabalyos sokszog keriiletét! Igazoljuk, hogy
K, —ky
Knp1 —kpp1 < —
(12 pont)
7. Hazzunk tetszés szerinti szel6t az ABC haromszogbe irt kor O kdzéppontjan keresztiil! Bizonyitsuk be, hogy ez a
szel6 olyan haromszoget vag le az eredeti ABC' haromszogbdl, amelynek teriilete: t > 212, ahol 7 az ABC' haromszogbe
irt kor sugarat jeloli! Mely esetben érvényes az egyenlGség jele? (16 pont)
8. Bizonyitsuk be, hogy ha k és n tetszéleges pozitiv egész szadmokat jelentenek, akkor

min (kV/7, nt/k) < 31/3,

1/k

Megjegyzés: min (kY™ n'/*) jelenti a k*/™ és n'/* szamok koziil a kisebbet (nem nagyobbat). (18 pont)

Masodik (donts) fordulo

Az alaptanterv szerint tanuld gimndziumi, valamint a szakkézépiskoldk I11. és IV. osztdlyos tanuldinak:.

1. Jelentsen k pozitiv egész szamot! Bizonyitsa be, hogy ha 1-t6l 10k—ig Osszeadjuk az 5-tel nem oszthatd pozitiv
egész szamokat, akkor Osszegiil nem kaphatunk négyzetszdmot!

2. A sikbeli derékszogi koordinata-rendszerben adottak a kovetkezs pontok: A(1; 2), B(7; 3), C(5; 8), D(3; 7) és
E(6; 6). Mely P pontra lesz a lehets legkisebb a PA+ PB+ PC + PD+ PE 0sszeg, ha a koordinata-rendszer barmely
pontjabol csak a koordindta tengelyekkel pdrhuzamos irdnyokban mozogva lehet eljutni egy masik pontba?

3. A kor AB és AC hurja egyenl egymassal. Szerkessze meg a kornek azokat a hurjait, amelyeket az AB, AC
htrok harom egyenls részre osztanak!

A gimndziumok matematika II. tantervi III-1V. osztdlyos tanuldi szamdra:

1. Vélasszuk meg ugy az ABC héaromszog P belsd pontjat, hogy PAC < = PBC < teljesiiljon. Legyen X a P-bdl
az AC-re, Y a P-bdl a BC-re allitott mergleges talppontja. Bizonyitsuk be, hogy van olyan pont, amelyen az XY
szakasz felez6 merélegese P minden megengedett helyzete esetén atmegy!

2. Egy téglatest alakd ladat 1 x 2 x 4-es mérett tégldkkal teljesen megtoltottiink. Bizonyitsuk be, hogy az 0sszes
tégla ugy is berakhat6 a ladaba, hogy az egyenls hosszisagu élek mind parhuzamosak!

3. EGYIK és MASIK jatéka a kovetkezs: addig dobnak fel ismételten egy szabalyos kockat, amig vagy két 6-os
jon ki egymas utan, vagy van 10 egymast kovets olyan dobés, amelyek kozott nincs 6-os. ElGbbi esetben EGYIK,
utobbiban MASIK a nyertes. Kinek kedvez a jaték?

A matematikdt fakultativ keretben tanuld gimndziumi III-1V. osztdlyos tanuldknak



1. Ertelmezziik a pozitiv valés szamok halmazan a kovetkezd két miiveletet:

, 2’ +y°
rToy=x+yt+ayesr*xy= .
2xy
Igazoljuk, hogy
a) barmely z, y, z esetén (xoy)oz =xo0(yo z);
b) barmely x1, T2, ..., Tn; Y1, Y2, - - -, Yn Szémra (x1 xy1) o (X2 *yz)o...0 (zy *y,) > 2" —1, ahol n > 1 természetes

Szam.

2. Megegyezik a matematika II. tantervi verseny 1. feladataval.

3. A sik minden racspontjat (amelynek koordinatéi egész szamok) fessiik be hat szin valamelyikével!

Bizonyitsuk be, hogy barmely szinezéshez talalhaté olyan téglalap, amelynek csicsai azonos szind racspontok és
oldalai parhuzamosak a koordinatatengelyekkel!



