Jeloljiik n tizes szdmrendszerbeli alakjaban a jegyek szaméat k-val. Egészitsiik ki képzeletben az n-nél kisebb szamok
tizes szdmrendszerbeli alakjat k-jegytivé ugy, hogy a hidnyzo6 jegyek helyére 0-t irunk, és irjuk a sorozat elé a k db
0-val felirt 0-t. Jeloljiik a kozben leirt 0-k szamét Ry-val. A kiegészités utan minden leirt szamban & jegy van, tehat
(n+ 1) szamban (n + 1)k a jegyek szama, és erre

(2) Qn+ Ri = (n+ 1)k < n(k + 1),

hiszen k < n, mihelyt n > 1.
A kiegészités soran az egyesek helyére egyetlen 0 jegyet irtunk, a tizesek helyére tiz 0-t irtunk, és igy tovabb, végiil
az els6 oszlopba, a 107! értékd helyre 10¥~1-ig kellett O-kat irni. Eszerint
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Ry=1+10+10*+...+10" ' = g

tehat
10
(3) 0<Ry< 10571 < 2n,

hiszen n > 1081 ‘
Jeloljitk a kiegészités utan az Osszes 0 jegyek szamét S,-nel, a 107~! helyi értékd pozicioban levs 0-k szamat
Sn(j)-vel. E jelolések definicidja szerint

(4) P, + Ry, = Sy,
Sp = Sn(1) + Sn(2) + ... + Sp(k).

Az egyesek oszlopaban egy 0 utén kilenc 0-t6l kiilonb6z6 jegy all, és ez ciklikusan ismétlgdik. Emiatt
n+1=<108,(1) < n+ 10.

A tizesek oszlopaban tiz db 0 utan kilencven db 0-t6l kiilonb6z6 jegy kovetkezik, és ez ciklikusan ismétlédik, tehét
n+1=108,(2) < n+ 100.

Altalaban a 107! helyi érteki szamjegyek sorozata 10°~! db 0-val kezdédik; utanuk 9-107~1 db 0-tol killonb6z6 jegy
kovetkezik, és ez ciklikusan ismétlsdik, tehét

n+1=<108,(5) < n+ 107,

Osszegezve ezeket az egyenlStlenségeket, kapjuk, hogy

10 — 1 102,
kn < k(n+1) £10S, < kn+ 10 <kn+—-10""" < (k+12)n
Felhasznalva a (3) és (4) Osszefliggeéseket, kapjuk, hogy
k+12
Pn = On — )
Sn — Ry 0
k —20
P,=5,—Rp>—n—2n= 10 ‘n

A (2) és (3) Osszefiiggések szerint hasonloan egyrészt
Qn =Mn+1)k— Ry >nk—2n=(k—2)n,

masrészt

Ezek alapjan a P, /@, hanyadosra irhatunk fel korlatokat:

k—20 1 P, k+12 1

K+l 100, “EF—2 10

Itt mindkét oldal hatarértéke 1/10, hiszen n-nel egyiitt k is tart a végtelenbe. Ez valoban igy van, hiszen tetsz6le-
gesen nagy A szamhoz van olyan N, hogy k¥ = A, minden N-nél nagyobb n természetes szdmra — N szerepére ugyanis
valaszthatjuk akarmelyik [A]-jegyd szamot. — A feladat allitasat ezzel bebizonyitottuk.



