A gravitdcids hdaromtest probléma egy specidlis esete

Feladatunk (lasd lapunk 234. oldalan) egy haromtest probléma leegyszertsitett esete, amelyben az egyik test (a
Fo6ld) szerepe elhanyagolhato, a méasik két test (az trhajo és a ,kitett test”) relativ mozgisa pedig egydimenzios
mozgasnak tekinthets. Ezek az egyszertsitési lehetGségek annak koszonhetGek, hogy az tirhajo és a kitett test kozel
azonos palyan mozog (ha a testet a palya mentén tettiik ki), és a tavolsaguk csak a kolcsonds vonzas hatasara valtozik.
Ha a testet nem a palya mentén rakjuk ki, az tirhajé és a kitett test kiillénb6z6 palydkon mozog, ezeken a palyakon az
egyes testek sebessége lehet més és mas, és megeshet, hogy a kis test a gravitacié nélkiil is hamar utoléri az irhajot
vagy pedig a vonzas ellenére sem talalkoznak, a kitett test elkeriili az tirhajot, vagy éppenséggel lemarad t6le. Ezeket a
lehetGségeket szeretnénk részletesen megvizsgalni. A haromtest probléma altaldnos targyaldsara nem vallalkozunk, csak
azokat az eseteket vizsgaljuk, amikor az tirhajo és a kitett test nem tavolodik el tilsadgosan egymastol és a sebességiik
is kozel azonos, tovabb feltételezziik, hogy a kozds tomegkozéppontjuk a feladatban megadott v sebességhez tartozo r
sugart korpalyam mozog.

Programunk a kovetkez6. Hogy ne kelljen a két test Fold koriili mozgésat figyelemmel kisérniink, olyan koordiné-
ta.rendszerben fogunk dolgozni, amelynek kezdSpontja az r sugart palyan v sebességgel kering a Fold koriil, egyik
tengelye pedig mindig a Fold irdnyaba mutat (1. abra).

Es a koordinata-rendszer nem inerciarendszer, ezért ahhoz, hogy Newton II. torvényét alkalmazhassuk, meg kell
hataroznunk a mozgas jellemzdit egy alkalmasan valasztott inerciarendszerben is. Miutan azt megtettiik, szétvalasztjuk
a tomegkdzéppont és a relativ koordinatak egyenleteit, és kiilon-kiilon megoldjuk 6ket. Végiil elemezni fogjuk az tirhajo
és a kitett test egymashoz viszonyitott mozgasat.

A mozgdsegyenletek a Féld koril keringd koordindta-rendszerben

Jelolje az egyes testek koordinatait, sebességét és gyorsulasat (z12 : y1,2) (Ve1,2;0y1,2) Ul (G125 a41,2)! Mivel
Newton II. torvénye az F' = ma forméban csak allandd sebességl koordindta-rendszerben igaz, ahhoz, hogy alkal-
mazhassuk, meg kell hatdroznunk az egyes testek mozgésanak jellemzGit egy alkalmasan valasztott inerciarendszerben
is. Legyen ez az inerciarendszer az, amelyik a vizsgélt idépillanatban egybeesik a forgé rendszeriinkkel, de abban kii-
16nbozik téle, hogy all! Az ebben a rendszerben mérhets koordinatakat, sebességeket, illetve gyorsuldsokat vesszivel
fogjuk megkiilonboztetni a forgd rendszerben felvett értékektsl. Nyilvan a vizsgélt idSpillanatban a két rendszerben a
koordinatak azonosak:

(1) v=a, y=y
Nem igy a pillanatnyi sebességek és gyorsulasok:
(2) v; = vy — Wy, v; =vy + (r+z)w

A korrekciok abbol adodnak, hogy a forgd koordinata-rendszer (z;y) pontjanak a sebessége az allo rendszerben

[ — wy; w(r + x)]. Mivel (v; vy) az ehhez a ponthoz viszonyitott sebesség, hogy (v,m”’y) " megkapjuk, a két vek-
tort Ossze kell adnunk. Hasonléan kell eljarnunk a gyorsulasokkal is, bar a helyzetiink itt egy kicsit nehezebb. Igen
kicsiny At id6 alatt a forgo koordinata-rendszerben a test sebessége (azAt; a,At)-vel valtozik, mig a koordinatainak a
valtozéasa (vyAt; v, At). Vezessiink be egy kettds vesszvel jelzett koordinata-rendszert, amely a forgo rendszer ¢ + At
id6pillanatbeli helyzetével esik egybe. Ebben a rendszerben a t + At idépontban
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vy = (Vg + agAt) — w(y + vy, At);
(3) v = (vy + ayAt) + w(r + x + v At)

Y

sebességeke’lcl fog;unk latni. Mivel a vesszGs és a kétvesszGs koordinata-rendszer egyméashoz képest wAt-vel el van
forgatva, (v, ; v,) az egyvesszGs rendszerben
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UL (t+ AL) = v, — (WA
(4) v, (t + At) = v; — (WA v
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(3)-at (4)-be helyettesitve [és a (At)>-tel aranyos tagokat elhagyva] azt talaljuk, hogy a test sebessége a t + At
pillanatban a vessz6s rendszerben

vl (t+ At) = (v + agAt) — w(y + v, At) — (WAL) [vy + (r + z)w],
(5) vy (t 4+ At) = (vy + ayAt) + w(r + = + v At) + (WAL) (v, — wy).
Innen leolvashaté, hogy a gyorsulas a vessz6s koordinata-rendszerben

, vL(t+ AL) — vl

Uy =~ =g 2w, — WA (r + ),
v (t+ At) — v/
(6) a,:/u = % = ay + 2W'Uy —w2y_

Most mar felirhatjuk Newton torvényét a ¢ idépillanatban a vessz8s rendszerben

;. ayMma(r +27) ymama(zy — x3)
mlawl__ 7\2 9 3/2 - / 7\2 ’ 7\2 3/27
[(7"+331) + Yy } [(331 —x5)" + (y1 — y3) }

;o yMmiyy ymima(yy — ys)
mlayl__ 7\2 9 3/2_ / 7\2 / /23/2,
[(r+27)" + y?] (@) —25)" + (y) — vb)"]
(7) Maayy = — A Mimalr + x’2)3/2 - el ~ ) 3/2
€z 2 ’ 2 2 ’
[(r + x5)” + y2?] [(2h —a5)" + (yh — v5)"]
y YMmay, ymima(ys — Y1)
M2ty = 12 2 3/2 / 12 / 1\213/2’
[(7" +25)" + Yy } [(331 —x5)" + (y1 — ¥3) }
azaz (1) és (6) felhasznalasaval
yMma(r + z1) ymima(z1 — x2)
ma [awl — 2W’Uyl —wQ(T+$1)] = - 2 5 3/2 2 273/27
[(r+21)" + v (21— m2)" + (y1 — y2)"]
yMmyy ymimz(y1 — yo)
mi ((Iyl + 2&)7)11 - W2y1) = — 2 5 3/2 - 2 913/27
[(r+z1)" + 4] (21 —22)" + (31 — y2)7]
yMma(r + x2) ymima(xa — 1)
mg[aw2—2w:vy2—w2(r+$2)] = - 2 5 3/2 2 273/27
[(T+332) +y2} [(331 —x2)" + (y1 — y2) }
yMmaya ymima (Y2 — y1)
(8) ma(ays + 2woeg — wy2) = — 2 | 513/2 2 21372
[(r+a2)" + 3] [(z1 — @2)" 4+ (y1 — y2)7)

Hasznaljuk ki, hogy az x-ek és az y-ok kicsik, tovabba azt, hogy w éppen az r sugard palyan val6 keringés szogse-
bessége:

v-M
) =1 M
-M 1
(10) w? — 7 =w?|1- =~ 3w?(z/7).
[(r+2)? +42)"” 2 2]%/2
x )
r r
(10) utolso lépésében kihasznaltuk az (z/r)* ~ (y/r) rendig pontos
9 9 1/2
(1+2) + (%) ~14 2 (1+2—x) ~14+ 2
7 7 r 7 r

3 —1
(11) (1+E) %1+3—$, (1+3—$) 21—3—:17,
T r



kozelits azonossagokat. (10) alapjan a (8) egyenletek

yma (21 — x2)
[(z1 = 22)* + (11 — 12)°]
yma(y1 — y2)
(@1 — 22)" + (31 — 2)?]

yma (z2 — 1)
[(z1 = 22)* + (11 — 12)°]
yma(y2 — y1)
[(#1 — 29)? + (1 — y2)2]

(az1 — 2wuy) = 3w?z —

3/2°

(ay1 + 2wug) = —

3/2°

(12) (aza — 2wvy) = 3w’my —

3/2°

(ay2 + 2wugo) = —

3/2°

alakra hozhatok, ahol az x2 /r, ill. 2y /r-rel aranyos tagokat elhagytuk. Ezen tagok elhagyasa miatt nem kell aggodnunk,
hisz gondoljuk meg, hogy a feladatban megadott sebesség 10° m nagysagrendi r-nek felel meg. Ha x és y néhanyszor
tiz vagy akar sziz méter nagysagrendd, akkor is 2/r ~ y/r még mindig csak 10™° nagysagrendi. Ennyiszer kisebbek
az elhagyott tagok a megtartott 3w2:101)2 nél.

A (12) egyenletek helyett vezessiik be a tomegk6zéppont és a relativ koordinatak egyenletét:

Ay — 20V, = 3w?X

(13) Ay + 20wV, =0,
(14 4z — 2w, = 30 — % .
T2 +y
_y(mi+mg)
ahol
¥ — miT1 + Mmoo y — miy1 + maya
mi + meo ’ mi + mo
(15) V.= MVz1 + MoVUz2 Vo= M1Vy1 + MoVy2
¥ mi + meo ’ Y mi1 + mo
A — mi1az1 + Maay2 A — M1ay1 + M2ay2
“ mi + mo ’ Y mi + meo
r =T — T2, Y=Yy — Y2,
(16) Vg = Vgl — Vg2, Vy = Vy1 — Vy2,
Ay = Qg1 — Qg2, Ay = Ayl — Ay2.

A fenti egyenletek a forgd koordinata-rendszerbeli koordinatak, sebességek és gyorsulasok kozott a ¢ idpillanatban
fennallé kapcsolatot irjak le. Mivel ez a t id6pont lehet barmelyik, (13)-nak és (14)-nek minden idépillanatban teljesiilnie
kell. Meg kell tehat keresniink azokat az X (t), Y(t), x(t), y(t) figgvényeket, amelyekre igaz, hogy a beldliik kaphato
pillanatnyi sebességek és gyorsulasok a (13)—(14) egyenleteknek minden idépillanatban eleget tesznek.

A kozds tomegkiozéppont mozgdsa
A tomegkozéppont mozgasat a (13) egyenletek irjak le. (13) masodik egyenlete igy irhato:

d
E(Vy +2yX) =0,

tehét
(17) Vy+2wX =C,

ahol C allando, ez az Osszefiiggés fennall minden pillanatban. Ezt behelyettesitve az A, egyenletébe az

(18) Ay = —w? (X — E)

w



egyenletet kapjuk, amelyben a 2C/w koriil végbemend w korfrekvenciaju harmonikus rezgés egyenletét ismerhetjiik
fel. Ennek megfelelen

(19) X = Dcos(wt + ¢) + %
Ve = —Dwsin(wt + ).

X-et (I7)-be visszahelyettesitve

(20) Vy = —2Dw cos(wt + ¢) — 3C

adodik, ami nem mas, mint egy —3C sebességl egyenletes mozgas és egy 2D amplitidoji, w korfrekvenciaju harmo-
nikus rezgés eredGjének a sebesség-kifejezése, igy

(21) Y = —2Dsin(wt + ¢) — 3Ct+ E.

A (19)—(21) egyenletekben szerepls allandokat tgy kell megvalasztanunk, hogy X (¢), Y (¢), Vi (¢), V,(¢) a t = 0 id6ben
az el6re megadott Xo Yy, Vo, Viyo értékeket vegye fel, azaz

2
O:2wX0—|-Vy0, E=Yy——V,
w

1/2

Vio\2  [2V 2 V.
<70> +< v0 +3X0> 1 , (p = arc tg 0

22 D = -
(22) w 3wXo + 2V

Koénnyen belathato, hogy ha az trhajobol a testet csak bels6 erdk segitségével juttatjuk ki (pl. kilokjik, de nem
hasznalunk kis rakétat, ahol er6é hat a test és az elszabaduld gaz kozott is), (13) igaz a kijuttatas alatt is, tehat az
idomeérést kezdhetjiik a test kijuttatasa el6tt. Ekkor azonbanXo = Yy = 0, Vi = Vo = 0 (a koordinata-rendszeriinket
igy vettiik fel), és leolvashato, hogy X,Y,V,,V, tovabbra is 0 marad. Nem ez a helyzet ha a kijuttatas soran kiilsg
erck is hatnak! Akkor a stulypont sebessége és a koordinatai is megvéltoznak a kijuttatas végére, és a tovabbi mozgas
leirasahoz a (19)—(22) egyenleteket kell hasznalnunk. Nem részletezziik az elemzést, csak megjegyezziik, hogy ebben
az esetben a (19)—(22) egyenletek olyan mozgast irnak le, amely az egyenleteink pontossagan beliil megegyezik egy
olyan ellipszis palyan valé mozgéssal, amelyet a Foldhoz rogzitett 4llo koordindta-rendszerbeli [(Xo 4 r); Yo|; [Vao —
wYo; Vyo + (r + Xo)w] kezdeti értékek meghataroznak.

Az drhajo és a kitett test egymdshoz viszonyitott mozgdsa

A relativ koordinatak mozgéasat a (14) egyenletek irjak le. Ezekkel sajnos nem olyan kénnyid a helyzetiink, mint
a sulypont esetében volt: egyenleteink megoldasat nem tudjuk olyan szép zart alakban megadni. Megvan azonban a

Ha egy pillanatban a koordinaték z(t) és y(t), a sebességek pedig vy (t) és vy (), akkor egy igen kicsiny At-vel késGbb
a koordinatak

z(t + At) = z(t) + v, (¢) At,
(23) y(t + At) = y(t) + vy (t) At.

Hasonlé modon

Vg (t + At) = v5(t) + agz () At
(24) vy (t + At) = vy (t) + ay(t)At,

ahol a, (£)-t és a, (t)-t [z(t); y(t)] és [va(t); vy(t)] ismeretében (14) segitségével szdmoljuk. Ilyen modon kell§ tiirelem-
mel a palyat tetszoleges pontossaggal kiszamithatjuk: minél kisebbre valasztjuk At-t, annal pontosabban kapjuk meg
a palyat. ((23) helyett hasznélhatnank a x(t + At) = z(t) + v (t) At + az(t)(At)? /2 kifejezést is, de ez nem lényeges,
mert At, finomitasaval mindkét modszer ugyanarra az eredményre vezet; mint ahogy errdl barki meggy6zédhet pl. az
egyenletesen gyorsulé mozgas esetében.)

Ilyen modszerrel vettiik fel a 2—4. abrakon lathatd palyagorbéket.
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2. dbra

A palyékat olyan koordindta-rendszerben dbrazoltuk, amelynek a kézéppontja egybeesik az tirhajoéval, az x tengely
negativ fele pedig mindig a Fold felé mutat. (Ebben a rendszerben Fold kézéppontja mindig az © = —r, y = 0 pontban
van.) A palyakon jelolt pontok az inditastol eltelt paros orakat jelolik. A kis testet mindig az tirhajo falatol 3 m-re (az
origotol 22 m-re) inditottuk kiilonbozs helyzetekbdl, kiilonbozs sebességekkel. Az 1-9. szamu péalyaknal (2. és 3. abra)
ugy vettiik, hogy az all6 koordinata-rendszerben mindkét test kezdeti sebességének a nagysaga a feladatban megadott
érték legyen, de a sebességvektor mindkét testnél az illet testet a Fold kozéppontjaval 6sszekotd sugarra merdleges
legyen.

et 1 &1ingds irdrya
1 aFald irdnyar

334" Crtia




3. dbra

(2) és (16) segitségével megallapithato, hogy
Ve = (U = Vya) + WY,
(25) vy = (Vg1 — Vy2) — wI.
Egyszeri geometriai megfontolasokkal belathato, hogy ilyenkor U;l — U;Q elhanyagolhatoan kicsi még az wz mellett

’ 4
18, viszont v, — v,, nem:

Y
(26) Va1 T Upp = U A WY,

Tehat ezeknél a gorbéknél
(27) g0 = 0, Vyo = —Tow.

A 4. abra 10. szamu gorbéjénél azt tettiik fel, hogy a két test sebessége az 4llo koordinata-rendszerben nemcsak
azonos nagysagui, hanem parhuzamos is. (Ez érvényes a 9. szamu gorbére is.)

e u keringas irdnyd

aFid Irdryy

Ilyenkor nyilvan (25) alapjan
(28) V0 = WYo, Vyo = —WTo.

A 11. és 12. palya felvételénél a vy0 = 0, vyo = 0 kezdeti feltételt alkalmaztuk. (Ez érvényes az 1. sz. palyara is.)

Feltiing, hogy mennyire kiilénboznek egymastol a kiilonbo6z6 helyzetbdl induléd palyak, illetve az azonos helyzetbél
kiilonboz6 kezdeti sebességgel indulok. Pedig, és ezen érdemes elgondolkodni, ezek a kezdeti feltételek nagyon kicsiny
sebességkiilonbségeket jelentenek. Ezeknek a sebességeknek az egyes testek allé6 koordinata-rendszerbeli sebességéhez
valo viszonya kb. z/r ~ 1077 nagysagrendi; néhany arasz per 6ra nagysagiuak a néhany ezer km/h palyamenti
sebességek mellett. Es mégis mennyire fiigg t6liik a két test relativ mozgéasa! Azért, hogy ennek finom részleteit nyomon
tudjuk kovetni, le kellett a mozgésrol a padlyameneti nagy léptéki mozgast valasztani ugy, hogy a palya mentén mozgd
koordinata-rendszerben irtuk le az egyes testeket.

Erdemes részletesebben meggondolni, miért adodnak ilyen palyak. LegmeglepSbbek a 3-4. sz., illetve a 11-12. sz.
palyak: a kis test ahelyett, hogy kozelebb keriilne a gombhoz, tavolodik t6le. A megoldas a (14) elsé egyenletének a

jobb oldala. (z2 +2)"/* = 22 m-nél

(29) 3w? — w

(22 + y2) /2
pozitiv! Tehat ez az ,erd” novelni igyekszik az z-et, ha az pozitiv, és csokkenteni, ha negativ. Ennek oka a 3w?z-es tag,
ami nem mas, mint a Fold vonzasabdl ereds gyorsulds és az w korfrekvenciaju kormozgashoz sziikséges centripetéalis
gyorsulas kiilonbsége a Foldtsl r» + x tavolsdgra. (Koordinata-rendszeriinket éppen ugy vettiik f6l, hogy ez a két tag
az origoban legyen egyenls.) Ha megnézziik, dy = 14,7 m-re kellene megkozeliteni az tirhajo kézéppontjat ahhoz,
hogy (29) negativ legyen. Ennél nagyobb tavolsdgban az tirhajo vonzasanak az x irdnyu része nem elegendd, hogy a
Fold vonzasat kiegészitve (x > 0) vagy lecsokkentve (z < 0) a kis testet w korfrekvenciaval r + z sugara palyahoz



csak a Fold terében z > 0 esetén o’ < w, és © < 0 esetén w’ > w korfrekvencia tartozik), ezért a kis test egyre
kijjebb sodrodik, vagy egyre beljebb esik. De miért nem latszik ez a hatas az 5-9. sz. palyakon? A megoldas egyszert,
nem vettiink figyelembe még minden tagot, olyanokat, amelyeknek ott lényeges szerepe van. Ezek a tagok a (14)
egyenletek bal oldalan szereplé —2wv,, ill. 2wv, tagok. A jobb oldalra atvive Gket olyan erének felelnek meg, amelyek
a sebességet dnmagéra merdlegesen igyekeznek elforgatni (ez az un. ,,Coriolis erd”, a koordinata-rendszer forgasabol
ered, igazabol a koordinata-rendszer fordul el a sebességvektorhoz képest). Lathatjuk, hogy a ha v, elég nagy, akkor ez
a tag kompenzalni tudja a 3w’z tag ,taszitdsat”. Az, hogy e két tag éppen v, = —(3/2)wz esetén ejti ki egymést, nem
véletlen: ekkor lesz a kis test sebessége (az allo koordinata-rendszerben) az aktualis helyzetének megfelelg korpalyahoz
tartozo keriileti sebesség. Azokon a palydkon, ahol a kisodrodas nem latszik, az y irdnya sebesség éppen jo elGjelid
ahhoz, hogy kompenzalja a taszitast, vagy legalabbis annak egy részét.

Még egy dolog tinik fel: a ,fels6” palyakon a kis test inkdbb hatra haz, mig az ,alsokon” eldre siet. Az allo
koordindta-rendszerben ez annak felel meg, hogy az egyik esetben lassabban, a maésik esetben gyorsabban fut a kis
test a korpalya mentén. Ez természetes is: kisebb sugaru kérpalyahoz kisebb keringési id§, azaz nagyobb szogsebesség
tartozik.

Mindezeket végiggondolva szinte meglepdnek tiinik, hogy van olyan eset, amikor (igaz, hogy csak kozelitéleg) a
Fold hatasa és a korpalyan val6 keringés elhanyagolhato, és csak a kolcsonds vonzas érvényesiil. Ez az az eset, amikor
a kis testet a palya mentén tessziik ki (z = 0) és ugyanakkora sebességgel inditjuk, mint amekkora sebessége a nagy
testnek van (1. sz. palya). Ilyenkor is elgérbiil azért a palya: mikdzben a kis test az Grhajo felé gyorsul, v, ng, ez
irdnya gyorsulést ,,indukal”, megindul a kisodrédas, de nincs id6 eléggé kisodrodni, a kis test eléri az tirhajot, és még
id6ben sem sokkal késGbb, mintha a két test egyenes vonali palyan haladna.

Egy ilyen feladatot alaposan végiggondolva lathatjuk, hogy milyen bonyolult dolog, mekkora szamitdégépes munkat
igényel egy tobb test gravitacids terében valé mozgast kiszdmitani, pl. egy tirhajot egy méasik bolygora eljuttatni, vagy
akar egy trallomast megkozeliteni. Ertékelniink kell azt, hogy néhany palyamodositassal elérhets egy szallité tirhajo
és egy trallomas Osszekapcsolasa.



