Ha ismerjiik az a, b szamok S = a + b Osszegét és P = ab szorzatat, magukat a szamokat az
(x—a)(x—b) =2 —(a+b)x+ab=2>— Sz +P

polinom gyokeiként allithatjuk el6. Ha még azt is tudjuk, hogy a < b, akkor

Ebbdl mér a, b tetsz6leges f(a,b) fliggvénye meghatarozhato, és ha f szimmetrikus, vagyis tetszéleges a, b mellett
f(a, b) = f(b, a), akkor a kapott eredmény a b < a esetben is hasznalhaté. Ha azonban az S, P szamokat nem ismerjiik,
csak algebrailag szeretnénk szamolni veliik, vagy ismerjiik ugyan Gket, de a, b fenti alakjaban a négyzetgyok alatt nem
teljes négyzet all, ez a szdmolas meglehetGsen nehézkes lehet. Példaul a két szam négyzetosszege a kovetkezs:
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S2:a'2+b2: - — ) — P =

S\ 2 S\ 2
=92 = 2(Z2) —2P=58%2-2P.
(5) +2(3) ~2r=s

Ha mar tudjuk valahonnan ezt, helyességét konnyd ellendrizni; de a végeredményt jobb volna egyszertbb Gton meg-
hatarozni. Olyan eljarasokat fogunk keresni, amelyekkel tetszGleges n természetes szadm mellett az S, = a™ + b"
hatvanyosszeg csak S = a + b és P = ab hatvanyai, ezek szorzatai, és a szorzatok Osszegei, illetve kiilonbségei alapjan
allithato els.
Amig az n kitevs kicsi, jarhatoé az az ut, hogy vessziik (a + b) n-edik hatvanyat, ebben méaris megvan a™ + 0", és
ami felesleges, attol valahogy megszabadulunk:
Sz =a® +b* = (a+0b)* — 3ab(a +b) = S* — 3SP,
Sy=a*+b* = (a+b)* —4dabla+b)? +2d°? = $* — 48P 4+ 2P?,
S5 =a® +b° = (a+b)° — 5ab(a + b)® + 5a*b*(a + b) = S° — 55°P + 55 P2.
Messze azonban ezzel a modszerrel érezhetGen nem fogunk jutni. Tobb reménnyel kecsegtet az az 6tlet, hogy ha egymés
utan akarjuk az S, -eket meghatarozni, akkor menet kdzben hasznaljuk fel a kordbbi eredményeinket. Ha ugyanis S,,-et
S-sel megszorozzuk, akkor S, 1 mellett csak S,,_; fog felbukkanni:
S8, = (a+b)(a™ +b") = a" " +ab™ + ba™ + " =
_ (an+1 4 anrl) —i—ab(a”*l 4 bnfl) _ Sn+1 + PSn—l-
Ebbél atrendezéssel kapjuk, hogy
(1) Snt41 =95, — PSp—1.
Kezdjiik tehat az egészet elolrsl, talan most tovabb jutunk:
So = a®+0° =2
Si=a'+b =8
Sy =a®+b*=5%—
Sy =a®+b> = 53—3SP
Sy =a*+0b* = 8* — 48P +2P?
S5 =a’® +b° = S° — 58P + 55P?
Sg =a® +b° = S — 68*P +95°P? — 2P?
S;=a"+b" =S"—78°P +145°P* - 7SP?
Ss=a®+b® = §® —85°P +205'P? — 165°P° + 2P*
1. Tétel. Tetszbleges n termeészetes szamhoz talalhatok olyan Dj egytitthatok, hogy
(2)  Su=a"+b"=DyS" = D}S" P+ DyS P — .+ (-1)*DpS" TP+ + (-1)" D}, S" P P

n
igaz legyen tetszéleges a, b mellett, ahol S = a+b, P = ab, és m a legnagyobb egész, amelyre 2m < n, vagyis m = [5} .



Bizonyitds. Lattuk, hogy n kis értékeire igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy valamilyen n-ig mar igazoltuk (2)-t. Akkor
(1) alapjan
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ahol D} = 0 minden olyan esetben, amikor k£ > > valamint k = 0 esetén D}~ is legyen 0. Ez mar (2)-t jelenti (n+1)-

. . n+1 n n n—1 n
re, és ha n paratlan, készen is vagyunk, hiszen akkor 5| = |3 + 1. Ha n paros, akkor m = 5 > 5 > 5~ 1,
n—1 4 n . .
tehat egyrészt m > , igy D;~% = 0, méasrészt m + 1 > > igy Dy,.q = 0, igy a kapott Gsszeg utolso tagja
elhagyhato.
Az allitasunkat ezzel belattuk. Kozben azt kaptuk, hogy
(3) Dy = Dy + D7y

Ennek alapjan még gyorsabban haladhatunk elgre.

n | s |—s"2p|4gnip?|—gn 8 p3|Lgn8pt|_gn—10ps| gn-12 p6| _ gn—14 p7
9 - - - - - - -
11 - - - - - - -
2| 1 2 - - - - - -
301 3 - - - - - -
401 4 2 - - - - -
5 1 5 5 - - - - -
6|1 6 9 2 - - - -
7|1 7 14 7 - - - -
8|1 8 20 16 2 - - -
91 9 27 30 9 - - -
10| 1] 10 35 50 25 2 - -
11| 1 44 77 55 11 - -
12| 1] 12 54 112 105 36 2 -
13| 1] 13 65 156 182 91 13 -
14| 1| 14 77 210 204 196 49 2
15| 1] 15 90 275 450 378 140 13

Most méar azzal is megprobalkozhatunk, hogy k kis értékeire tetsztleges n mellett meghatarozzuk a Dj egytittha-
tokat:

Dy =1, ha n>0
DY =n, ha n>2

Dgzg(n—?)), ha n>4



Ezek alapjan mar sejthetd, és ha mar egyszer sejtjiik, akkor (3) alapjan konnyen igazolhato is, hogy ha k > 1, akkor
, 21
4) Dy =— H(n—j) ha n > 2k.

k!
j=k+1

Nem kell ugyanis mast tenniink, mint (4)-et (3)-ba helyettesiteni:

2k—1 2k—1 2k—3

n+1 ) n , n—1 .
ol 1T (n+1—3)=g 11 (”—J)‘i‘ﬁ [[Tn-i-0.
T j=k41 "=kl (k= 1! j=k
2k—2
Osszunk itt 7 H (n — j)-vel:
Jj=k+1

n+1)(n—k)=n(n—-2k+1)+ (n— 1)k,

ami valéban igaz. Kézben azonban elég sok munkara volt sziikségiink, amib6l valamit megtakarithatunk, ha el6bb
hajlandok vagyunk egy kis kitérst tenni. Tartsuk meg a (3) képzési szabalyt de modositsuk a kicsit kellemetlennek
tinG DY) = 2 kezd§ értéket D) = 1-re. Igy kapjuk a kovetkezs tablazatot:

n\k | 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 - - - - - - -
1 1 - = - = = - -
2 1 1 - - - - - -
3 1 2 - - = = - -
4 1 3 1 - = = - -
5 1 4 3 - - - - -
6 1 5 6 1 = = - -
7 1 6 10 4 - - - -
8 1 7 15 10 1 - - -
9 1 8 21 20 5 = - -
10 1 9 28 35 15 1 - -
11 1 | 10 | 36 56 35 6 - -
12 1| 11 | 45 84 70 21 1 -
13 1| 12 | 55 | 120 | 126 56 7 -
14 1 | 13 | 66 | 165 | 210 | 126 | 28 | 1
15 1 | 14 | 78 | 220 | 330 | 252 | 8 | 8

Kissé varatlan fekvésben ugyan, de elénk keriilt az in. Pascal haromszog;:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

Ha ennek n-edik sordban a k-adik elemet szokas szerint C,]f—nel jeloljiik, akkor a modositott tablazatunk n-edik soranak
k-adik eleme C¥*_, . Szamoljuk most ki az eredeti és a modositott tablazat kiilonbségét!



Nem dolgoztunk hidba, ha eltolva is, de visszakaptuk a moédositott tablazatot. Ez azt jelenti, hogy

(5) R=Chx + Oy
n\ k 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 - - - - - - -
1 0 — — — - - — -
2 0 1 - - - - - -
3 0 1 - — - - — -
4 0 1 1 — - - — -
5 0 1 2 - - - - -
6 0 1 3 1 - - — -
7 0 1 4 3 — - - -
8 0 1 5 6 1 - - -
9 0 1 6 10 4 - — -
10 0 1 7 15 10 1 - -
11 0 1 8 21 20 5 — -
12 0 1 9 28 35 15 1 -
13 0 1 10 36 56 35 6 -
14 0 1 11 45 84 70 21 1
15 0 1 12 59 120 126 56 7

Nincs tehat sziikség arra, hogy ,,megsejtsiik” Dy alakjat, ha ismerjiik a Pascal hdromszog altaldnos tagjat, vagyis

tudjuk, hogy
k .
! n+1l—3j
ok (" __ n _qpntl-g
" (k) kl(n —k)! Jl;ll j

Ennek alapjan ugyanis

> o= ()0 ) =) B )
() R ek

ami megegyezik (4)-gyel. Igy tehat kétféeleképpen is belattuk a kovetkezd tételt.

2. Tétel. Tetszbleges n természetes szam mellett igaz, hogy

g

0 )

k=0

(a+b)""2F . (—ab)".

Megmutatjuk, hogyan altalanosithaté az egyiitthatok elGallitasdban hasznalt (1) Osszefiiggés. Az eddigi eredmeé-
nyeinket atalakitva, és a Dy jelolést tovibbra is megtartva azt kapjuk, hogy

k
Sh a™ + b U —ab ab
_— = — = Dn e —— = Qn - 5 5
5 k<<a+b>2> ( <a+b>2>
ahol Q,(z) = Z Dk, es m = [g} . Mivel tetsz6leges m < n mellett
k=0
Sp Sm A" +b" a™ 4™ @Mt (ab)™  a"TT 4B
gnoSm o (a+b)" (a+d)"™  (a+b)™™  (a+b)*" (a+bd)"




a @, polinomokra tetszdleges 0 < m < n mellett teljesiil, hogy

Qn(7)Qm () = Qnim(z) + (=2)" Qn-m(z).
Példaul

Q7(2)Qs(x) = (1 + Tz + 142 + 72*)(1 + 62 + 9% + 22%) =
= (14 132 + 6527 + 1562° + 1822 + 912° + 132°%) + 2° =
= ng(fb) + IﬁQl(I).

Veégiil felsorolok néhany feladatot a Dy egyiitthatokkal kapcsolatban.
k

1. Hatarozzuk meg a binomidlis tétel segitségével a Z (—1) (
=0

n) D21 psszeg értéket.
J

- n
2. Hatarozzuk meg a Z Dy Osszeg értékét, ahol m = [5]

k=0

. - naok s 1. n
3. Hatarozzuk meg a Z Dj2% Osszeg értékét, ahol m = 5|
k=0
4. Dontsiik el, hogy oszthato-e tetszéleges n és k mellett D} az n/(n, k) hanyadossal, ahol (n, k) az n és k szamok
legnagyobb ko6zos osztojat jeloli.



