(Megjelent a Kvant c. folyoirat 1980/6. szaméaban)

Egyenletek megoldasat keresve, jo tudni, létezik-e egyaltalan a megoldas — egyébként ugyanis csak az id6t vesz-
tegetjiik. A kérdés akkor valik igazan komollyé, ha meggondoljuk, hogy bonyolult egyenletek és egyenletrendszerek
szamitogépes megoldasa értékes gépidst emeészthet fel. Ezért olyan fontosak az tgynevezett egzisztenciatételek, amelyek
a megoldasok létezését mondjak ki. Ezek egyikét, a Brouwer-féle fixpont-tételt mutatjuk be az alabbiakban.

Séta

Kozeliinkben ketten sétalnak. Egyikiik az A pontbol halad B felé, a méasik pedig ekdzben valahol A és B kozott
bandukol. Talalkozasuk nyilvan elkeriilhetetlen: legalabb egy izben egymas mellett lesznek.
Neézziik ezt kissé részletesebben (1. abra).
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1. dbra

Jelolje x az els6, y pedig a méasodik sétald tavolsagat az A ponttdl. Ekkor az x minden értékének (vagyis az
els6 setalo barmely helyzetének) egyértelmien megfeleltethets egy y érték (a masodik sétalo helyzete ugyanebben a
pillanatban), igy az y = f(z) fliggvényt kapjuk. A talalkozas helyét az

flz) ==

egyenlet megoldasa adja.
Legyen példaul AB = 1000 m, y = 100 4+ 0,6z. Ha z = 0, akkor y = 100; ha = = 1000, vagyis az els¢ mar célhoz
ért, akkor y = 700. Megoldva a
100 4+ 0,6 = =

egyenletet, z = 250 m adodik; itt hagyja el az els6 a méasodikat.

Ha a maéasodik mozgasa kevésbé egyszeri, akkor az f fliggvény — és igy az egyenlet megoldasa is — bonyolultabb,
mindazonaltal nyilvanvalo, hogy legalabb egy talalkozas mindig létrejon. Ezzel a ,nyilvanvaléval” azonban csinjan kell
béanni. A tovabbiakban egy feltételt fogalmazunk meg, majd bizonyitjuk, hogy e feltétel fennallasa esetén a talalkozas
feltétleniil megtorténik.

Tegyiik fel, hogy — a példaban tapasztaltaknak megfelelGen — az f fiiggvény az [a; b] zart intervallumot dnmagaba
képezi le, vagyis ha z € [a; b], akkor a < f(z) < b. Az f(z) = z= egyenlet tetszSleges [a, b]-beli megoldasat az f
fiiggvény fizpontjinak nevezziik. (Példankban ilyen fixpont a taldlkozas helye.)

Tétel: Ha az [a; b] zdrt intervallumot dnmagdba leképezd f figguény folytonos, akkor létezik fixpontja.

A tételben az f folytonossaga és az intervallum zartsaga egyarant lényeges.

1. feladat. Mutassunk példat olyan nem folytonos f fliggvényre, amely az [a; b] intervallumot 6nmagaba képezi le,
de nincs fixpontja.

2. feladat. Mutassunk példat olyan folytonos fiiggvényre, amelyik a) az [a; b] U [¢; d] halmazt; b) az (a; b) nyilt
intervallumot 6nmagéba képezi le, de nincs fixpontja.

A bizonyitashoz vezessiik be a (z) = f(z) — x jelolést, ez a ¢ fiiggvény folytonos. Vilagos, hogy ¢ € [a; b] pontosan
akkor fixpontja f-nek, ha gytke a p(x) = f(x) —z = 0 egyenletnek. Igy a tovabbiakban ennek az egyenletnek keressiik
megoldasat. Vegyiik észre, hogy az a < x < b, a < f(x) < b feltételekbsl p(a) > 0 és ¢(b) < 0 kovetkezik. Foltehetd,
hogy mindkét esetben egyenl6tlenség &ll, hisz egyébként maris gyokot talaltunk. Osszuk most tiz egyenls részre az
[a; b] intervallumot, és szinezziik pirosra mindazokat a részintervallumokat, melyek bal oldali végpontjaban ¢ pozitiv,
és kékre a tobbit. A legels intervallum nyilvan piros; haladjunk most balrdl jobbra mindaddig, mig elérjik az els6
kék intervallumot, illetve ha ilyen nincs, akkor az [a; b] intervallum végét. Legyen az utunk soran érintett utols6 piros
intervallum [a;;b1]. Ekkor p(ai) > 0 és ¢(by) < 0, igy az eljarast kezdhetjiik elolrsl. Tiz részre osztjuk [ag;bi]-et,
a részeket kiszinezziik a fenti elv szerint, majd megkeressiik azt az [ag;bo| részintervallumot, melyre ¢(a2) > 0, de
©(b2) <0, és igy tovabb. Igy a monoton novs, feliilrsl korlatos

a<ap <ax <

L<ap <...<b.

sorozathoz jutunk. Ismeretes, hogy ilyen sorozatnak létezik hatarértéke, azaz van olyan ¢ € [a; b], melyre klim a = c.
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Megmutatjuk, hogy ¢(c) = 0. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, és legyen ¢ = 5‘@(0)‘ > 0. Ha most ¢(c¢) < 0 volna,
akkor — mivel p(ay) > 0, azért
|o(e) — plar)| > ¢(e) > €

minden k-ra. Masrészt mivel klim ay = c és @ folytonos, igy klim p(ax) = ¢(c), tehat a |g0(c)—<p(ak)} > ¢ egyenlGtlenség
— 00 — 00

nem teljesiilhet minden k-ra. Hasonlé ellentmondasra vezet a ¢(c) > 0 feltevés is a |¢(c)—@(bn )| > |o(c)| egyenlStlenség
felhasznalasaval.

A fenti tétel alkalmazasaval dontsiik el, van-e gyoke a cosz® — 2 = 0 egyenletnek! A cosz® fiiggvény folytonos, a
[—7/2;7/2] intervallumot 6nmagaba képezi le (a fliggvény értékei is ebbe az intervallumba esnek), igy a tétel szerint
letezik gyoke.

Vegyiik észre, hogy az {ar} és a {br} sorozatok a gyokhoz tartanak, és az [a; b] intervallumot tiz helyett akarhany
részre is oszthatnank. Ezt a modszert valoban alkalmazzak egyenletek kozelité megoldasainak kiszadmitasara.

Tételiink semmit sem mond a megoldasok szamarol; nyilvan tébb fixpont is lehetséges.

Egy csésze kdavé

Elsttiink van egy csésze kavé. Egyenletesen kevergetve a csésze kozepén a kivé mozdulatlan marad. Ha nem korbe
keverjiik, a kép kuszabb lesz, de két kiilonb6z6 pillanatban megfigyelve a felszint, mindig taldlunk olyan részecskét,
amely helyben marad abban az értelemben, hogy mindkét pillanatban — de persze nem az egész id6 alatt — ugyanazon
a helyen van.

Ez fizikai meggondolasok alapjan nyilvanvald, hiszen a sdrlodas miatt a részecskék a csésze fala mellett nem
mozdulnak el. Egyaltalan nem nyilvanvalé — de igaz marad — az allitas, ha csupan a véaltozés folytonos voltat koveteljiik
meg (tehat azt, hogy ,kozeli” részecskék ne tavolodjanak ,,tulsdgosan” el egymdastol).

A megfigyelt jelenség matematikai leirdsahoz sziikségiink van néhany fogalomra.

Legyen M egy ponthalmaz (az egyenesen, sikon vagy a térben); f pedig az M leképzése 6nmagaba: vagyis az M
halmaz minden x pontjara y = f(x) € M. Egy ilyen leképezést folytonosnak neveziink, ha minden xzy € M-hez és
minden £ > 0 szamhoz létezik olyan (zo-t6l és e-tol fiiggs) 6 > 0, hogy M minden olyan x pontjara, melyre x kdzelebb
van zo-hoz, mint §, a képeik, f(z) és f(z) tavolsaga kisebb e-nal.

Ha M a szadmegyenes részhalmaza, akkor xy és x tavolsaga ‘:CO — x‘, a képeiké |f(x0) — f(:E)|, igy definicionk a

A korébbiaknak megfelelGen az x € M pontot az f fliggvény fixpontjanak hivjuk, ha f(z) = «.

Mikor létezik az f leképzésének fixpontja ? A valaszt Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1959) holland matema-
tikus fixpont tétele adja meg. Ezt a nevezetes tételét nem is olyan régen, 1911-ben bizonyitotta. A tétel, nagyszamu
altalanositasaval egyiitt, jelents szerepet tolt be a modern matematikiban. A fixpont tételek elméleti és gyakorla-
ti szempontbodl egyarant fontosak: a szarnyprofilok tervezésekor éppugy hasznaljak Gket, mint a kiilénbozé jatékok
optimalis stratégidinak és egyensulyi helyzeteinek vizsgalatanal, valamint kdzgazdasagi modellek készitésénél.

Brouwer tétele: A zdrt kérlap onmagdra torténd folytonos leképzésének létezik fixpontja.

A tétel nemcsak korlapra igaz, hanem minden olyan konvex, korlatos halmazra is, amely a hatarat tartalmazza:
példaul téglalapra, haromszogre, illetve tetszéleges konvex sokszogre. A térben is teljesiil példaul a kockira vagy a
gémbre.

3. feladat. Mutassunk példat olyan sikbeli, korlatos M halmazra, és annak olyan 6nmagaba térténé folytonos
leképezésére, melynek nincs fixpontja.

4. feladat. Mutassunk példat a nyilt korlemeznek olyan folytonos, dnmagéaba torténd leképezésére, melynek nincs
fixpontja.

5. feladat. Mutassunk példat a zart korlemez olyan nem folytonos leképezésére, melynek nincs fixpontja.

Brouwer tételét nem a fenti formaban bizonyitjuk; csak azzal az esettel foglalkozunk, ha az M halmaz szabalyos

haromszog.
Az a oldali ABC' szabalyos haromszogre épitsiik fel a 2. 4bran lathato halozatot.



2. dbra

A haromszog belsejében levs, kis korokkel jelolt szégpontok mindegyikébdl harom él indul ki, ezek az élek a
szomszédos szogpontokat kotik Ossze. A haldzat ,,sejtjei” b oldala szabalyos hatszogek. A haromszog oldalait k egyenld
részre oszt6 pontok, valamint a haromszog csicsai a hataroldsejtek kézéppontjai. Nyilvan k- b - V3= a, a sejtek szama
pedig (k+1)(k+2)/2. Minden bels6 szogpont harom, a hataron levd pedig ketts vagy egy sejthez tartozik.Szamozzuk
meg a sejteket az 1, 2, 3 szamokkal a kévetkezé modon: az AB oldalon levs, B-t nem tartalmazo hatarolosejtek kapjak
az 1-es szamot; a BC oldalon 1évs, C-t nem tartalmazok a 2-t, a megmaradt hatarolosejtek pedig 3-asok. A belsé
hatszogekbe a szamokat tetsz6leges modon irhatjuk (2. abra). Egy szogpontot telitett pontnak neveziink, ha 1-es, 2-es
és 3-as sejtnek is csiicsa. A most kovetkezs allitas az an. Sperner-lemma specialis esete[d

Segédtétel: Létezik telitett szégpont.

Bizonyitds. Felépitiink egy torottvonalat 1 — 2 tipusi, tehéat 1-es és 2-es szamu sejtek kozos hatardn haladé élekbél.
A hataron kezdjiik, ahonnan a szdmozas miatt indul ilyen sgs; él. Azt allitjuk, hogy ilyen éleken haladva véges szamu
lépés utén telitett pontba ériink. Ha ugyanis az 1 — 2 tipust sx_18; él (k= 1,2,...) s; végpontja nem telitett, akkor
talalhato olyan sgsg4+; él, melyre spi; # sp_1 és amelyik ugyancsak 1 — 2 tipusa (3. 4bra).
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3—4. dbra

*Sperner-lemmanak a kivetkezd allitast szokas nevezni: Ha az AB oldalon levs hatarsejtek mindegyike 1-es vagy 2-es; a BC oldalon lev6k
mindegyike 2-es vagy 3-as; a C'A oldalon lev6k mindegyike pedig 3-as vagy 1-es, akkor létezik telitett szogpont. Az itt szerepld segédtétel
bizonyitasa, a hatarsejtek specialis szdmozasa miatt, lényegesen egyszer(ibb, mint a Sperner-lemma bizonyitasa. — A szerk.



Az Gt nem juthat ki a hatarra és nem térhet vissza 6nmagaba sem (miért?). A csicsok szama viszont véges, igy a
torottvonal feltétleniil telitett pontba torkollik.

A hattyi, a rdk és a csuka

Készen allunk Brouwer tételének bizonyitasara, amennyiben az M halmaz az ABC' szabalyos haromszog. Osszuk
fel a haromszog oldalait k egyenls részre, készitsiik el a 2. 4bran lathato sejthalozatot, és a hatarolosejteket szamozzuk
meg az el6bbi médon. Ezek utan egy belsé sejt szdmat a kdvetkezéképpen hatarozzuk meg. Jeldljiik a sejt kozéppontjat
x-szel. Ha x tavolsdga AB-t6l nem nagyobb, mint f(x)-é (az x pont nem siillyed” a leképzés hatasara), akkor a sejt
az 1 szamot kapja. Ha = nem ilyen, amde x nem kozeledik BC-hez (z tavolsaga BC-t6l nem nagyobb, mint f(x)-é),
akkor a sejt a 2 szamot kapja. A megmaradd sejtek 3-asok lesznek, ezek kozéppontjai a leképezés hatasara C' A-t6l
eltavolodnak. A 4. 4bran az x kézéppontu sejt aszerint kapja az 1, 2, 3 szdmok valamelyikét, hogy az ﬁ/ vektor melyik
tartomanyba mutat.

Segédtételiink szerint a szogpontok kozott létezik telitett pont, jeloljiik ezt (vagy ha tobb van, az egyiket) xx-val.
Az el6allo helyzetet Krilov verse szemlélteti:

A Hattyi, a Csuka meg a Radk

Egyszer o Hattyu o Csukdval és a Rdkkal
Akart elhizni egy tele kocsit;

Nos hdt, befogtak, s indulndnak végre,
Majd megfesziil mind: hiz, vontat, szorit —
Am a kocsi, bar kénnyd volt, nem mozdul mégse,
Mert a Hattyi felfele tort az égre,

A Rak meg hdatra — s vizhez a Csuka.

Ne firtassuk itt, ki volt az oka:

De a kocsi nem indult el soha.

Madndy Stefania forditdsa

A versbeli szekérhez hasonldéan hizzék haromfelé z-t a vele Osszefiiggs sejtek. Ez a pont mar majdnem fixpont,
hiszen elegendGen kis sejtméret esetén csak keveset kozeledhet AB-hez, BC-hez és C' A-hoz is — vagyis alig mozdul el.

Nézziik most a telitett szogpontokbol allo {xy} sorozatot.

Elsé eset. Az {x}} sorozat konvergensﬁ Tartson a sorozat az x ponthoz, ekkor x az adott leképzés fixpontja. (Ez
kovetkezik az f leképzés folytonossagabol, emiatt ugyanis x a haromszog egyik oldaldhoz sem koézeledhet.)

6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy x valéban fixpont.

Madasodik eset. Az {x} sorozat nem konvergens. Ebben az esetben megadhato a termeészetes szamokbol allo ky <
ky < ...<ky,...sorozat gy, hogy {zj}-nak az xy,,xk,,..., 2k, , . .. részsorozata mar konvergens. Legyen lim xp, =
n—oo

z’, ekkor 2’ fixpont.
7. feladat. Bizonyitsuk be a fenti tulajdonsagu részsorozat létezését és azt is, hogy 2’ fixpont.
A fixpont-tételek fejlédése

Brouwer fixpont-tétele, amelyet zart intervallumra és szabalyos haromszogre igazoltunk, nemcsak a harom, hanem
a magasabb dimenziés terekben is igaz. Mi tobb, Schauder, lengyel matematikus megmutatta, hogy a tétel igaz
»végtelen” dimenzios terekben is. A témakor 1ényegesen gazdagodott Tyihonov szovjet és Banach lengyel matematikus
munkassdga nyoman. A legutobbi idGben pedig nagyteljesitmény elektronikus szamitogépeket hasznalnak a kiilonboz6
feladatok megoldésait szolgaltato fixpontok keresésére.

8. feladat. A Brouwer-tétel zart intervallumokra vonatkozé allitasdnak felhasznalasaval mutassuk meg, hogy az
a) x—cosz =0; b) cos(sinz) —xz =10
egyenleteknek létezik megoldésa.

9. feladat. Az f:(z,y) — (2,y') leképezésnek, ahol 2’ = 2 4+ 1,5zy, y' = 0,52y + y*, van fixpontja az S = {(z,y) :
r>0y>0r+y= 1} halmazon. Bizonyitsuk be ezt az allitdst Brouwer tételének felhasznalasaval, és oldjuk meg a
megfelel§

r=a>+15zy
y = 0,5zy + 4

egyenletrendszert.

* Azt mondjuk, hogy egy pontsorozat konvergens, ha a pontok koordinataibol alkotott szamsorozatok konvergensek.



10. feladat. Igazoljuk, hogy az
x = sin(x + y)
y = 05(z* +ay’)
egyenletrendszernek létezik megoldasa.
11. feladat. Van-e az alabbi egyenletrendszernek az 1 = xo = x3 = 0 trivialistol kiilonb6z6 megoldasa? Ha igen,
keressiik ezt meg!
T = 3:% + 2x0x3 + T129
To = x§ + x371
xr3 = 33% + 331(:E2 + :Eg)

B. Vertgejm
(Forditotta: Pataki Janos)



