Az 1980. évi Kiirschak Joézsef Matematikai Tanuléverseny
feladatainak megoldasa

1. feladat. A tér pontjait kiszinezzik 5 szinnel (mind az 5 szin ténylegesen eldfordul). Bizonyitsuk be, hogy van
olyan sik, amelyik legaldbb 4 kilonbozd szintd pontot tartalmaz.

Megoldas. A szineket nevezziik a, b, ¢, d, e-nek, és A, B, C, D, FE jelentsen a tovabbiakban mindig egy—egy a, b,
¢, d, ill. e szini pontot. Egy egyenest, sikot, ha van rajta 3, 4, ill. 5 kiilonb6z6 szind pont, réviden 3-, 4-; ill. 5-szintinek
fogunk nevezni.

A megoldasokban gyakran fogunk hasznalni két okoskodast, ezeket segédtételként elérebocsatjuk.

1. SEGEDTETEL. Ha a feladat feltételei teljesiilnek, és van egy 3-szint egyenes, akkor van a térben 4-szini sik.
Valéban legyen a v egyenesen mondjuk a, b és ¢ szint pont is. Feltétel szerint van a térben d szind D pont; van
tovabbéa olyan sik, amely tartalmazza v-t és D-t is, egy ilyen sik pedig (legalabb) 4-szint.

2. SEGEDTETEL. Ha a feladat feltételei teljesiilnek, tovibbd egy 3-szint siknak és eqy olyan egyenesnek, amelyiken
van a maradd 2 szind pont, van kdzds pontja, akkor van a térben 4-szind sik.

Bizonyitas: Legyen az S sikon a, b és ¢ szini pont, a v egyenesen d és e szind pont és P legyen a sik és az egyenes
kozos pontja. Ha P szine a, b vagy c, akkor v 3-szind, és igy az 1. segédtétel szerint igaz az 4allitas; ha pedig P d vagy
e szind, akkor S 4-szin.

I. megoldas. Ha A, B, C, D, E koziil valamelyik négyen at fektethets sik, akkor igaz a feladat allitasa. Ha nem,
akkor tekintsiik az ABCD tetraéder oldallapjainak a sikjat. Ha valamelyiknek, pl. a B, C, D pontokat tartalmazd S
siknak ellenkez$ oldalara esik a tetraéder és F, akkor AE metszi S-t (1/a abra).

1. dbra

Ha viszont barmelyik sikot véve, annak ugyanarra az oldalara esik a tetraéder és F, akkor a tetraéder tartalmazza
E-t (1/b abra). E kiilonbozik A-t6l, mert méas szind, igy kozelebb van S-hez, mint A, tehat ez esetben is metszi AF
az S sikot. Ekkor azonban a 2. segédtétel értelmében igaz a feladat allitasa.

IL. megoldas. Az A, B, C-t tartalmazo Sy és C, D, E-t tartalmazé S siknak van m metszésvonala, ha nem esnek
egybe, mert van kozos pontjuk, C.

Ha a két sik egybeesik, akkor az 5-szint. Ha kiilonb6z6k és m tartalmaz a vagy b szinii pontot, akkor Ss, ha pedig
d vagy e szind pontot, akkor S 4-szind.




2. dbra

Ha m minden pontja c-szind, és AB vagy DFE metszi m-et (2/a abra), akkor a metsz6 egyenes 3-szint, és igy az 1.
segédtétel szerint igaz a feladat allitasa.

Ha végiill AB sem, DE sem metszi m-et, akkor mindkett§ parhuzamos m-mel (2/b abra), mert AB-t és m-et az
S1, DE-t és m-et az Sy sik tartalmazza, s igy kitér6k nem lehetnek. Ekkor azonban AB és DE is parhuzamos, igy
fektethet6 rajtuk at sik, és ez 4-szini.

ITI. megoldas. Legyen S az A-t, B-t és C-t tartalmazo sik. Ha ez 4-szind, akkor igaz a feladat allitasa. Ha S’
3-szind, de a DE egyenes is 3-szint, vagy ha az egyenes metszi S-et, akkor az 1., ill. a 2. segédtétel szerint igaz a
feladat allitasa.

Ha S 3-szint, DFE 2-szind és DFE parhuzamos S-sel, akkor fektessiink sikot A-n, D-n és E-n at. Ez S-et egy D FE-vel
parhuzamos m, egyenesben metszi (3. abra).

3. dbra

Ha mg-n van b vagy c szini pont, akkor méasodik sikunk 4-szind. Ha m, minden pontja a szind és hasonléan a B-n
at D FE-vel parhuzamosan hazott my egyenes b szind, a C-n at hazott m, parhuzamos pedig ¢ szind, akkor vegyiink
egy DE-t metsz6 sikot. A metszéspont d vagy e szint, mert a DE egyenes 2-szinid. Ez a sik metszi a parhuzamos my,
mp, M egyenest is, igy 4-szind.

IV. megoldas. Ha van az ABC sikot metsz6, d és e szinl ponton atmens egyenes, akkor a 2. segédtétel szerint igaz
a feladat allitasa. Elég tehat azt az esetet vizsgélni, ha minden e szint pont a D-n atmens, ABC sikkal parhuzamos
sikban van.

Ha hasonléan a BCD sikot és az A ponton dtmend, e szinid pontot is tartalmazd egyeneseket vizsgéljuk, akkor
tovabb sziikithetjiik a megvizsgalando eseteket arra, hogy az e szinii pontok legyenek rajta az A-n dtmend, BC' D sikkal
parhuzamos sikon is. Hasonléan folytatva tovabb, megkivanhatjuk azt is, hogy a B-n atmend, AC'D sikkal parhuzamos
sikon is, valamint a C-n atmends, ABD sikkal parhuzamos sikon is legyenek rajta az e szind pontok.



4. dbra

Ez a 4 sik azonban (az ABCD tetraéderhez hasonlo) tetraédert hataroz meg (4. abra), igy nincs olyan pont, amelyik
mindegyiken rajta lenne. Nem maradt tehat kiilon megvizsgalando eset, s igy mindig teljesiil a feladat allitasa.
Eddig kiilonb6z6 szind pontokbol indultunk ki. A koévetkezd megoldés éppen egyezd szintieket keres.

V. megoldas. Kell lennie a térben 3 nem egy egyenesen levs, azonos szind pontnak, hiszen kiilénben az egész
térnek nem lehetne t6bb, mint 5 egyenese.

Legyenek az A1 Ay As haromszog csicsai a szintiek. Ha minden mas szint pont a hdromszog sikjaban van, akkor ez
a sik 5-szint. Ha nem, akkor legyen a sikon kiviil egy a-t0l kiilonb6z6 — mondjuk b szind — pont B. A BA;, BAs, BAs
egyenesek nincsenek egy sikban (5. dbra), tehat minden sik metsz legalabb egy egyenest kozoliik.

5. dbra

Egy—egy c, d és e szind pontot véve, az ezeket tartalmazd sik tehat metszi a 3 egyenes valamelyikét, s igy 2.
segédtételiink alapjan kovetkezik, hogy igaz a feladat allitasa.

VI. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha a tér pontjai igy vannak megszinezve, hogy egy—egy sik legfeljebb 3-szind,
akkor a tér legfeljebb 4-szint.

Megjegyezziik, hogy a feltételbdl kdvetkezik, hogy a tér minden egyenese 2-szint, hiszen ha volna 3-szint egyenes,
akkor a 2. segédtétel szerint volna 4-szind sik is.



Ha 4 szin sem fordul els, akkor nyilvanvaloan igaz az allitasunk. Ha A, B, C, D szine a, b, ¢, ill. d, akkor a 4 pont
tetraédert hataroz meg, hiszen nincs 4-szind sik. Legyen P a tér tetszés szerinti pontja.

Ha P az AB vagy a CD egyenesen van, akkor az elérebocsatott megjegyzés szerint csak a vagy b szind, illetsleg
csak c vagy d szind lehet.

Ha egyik egyenesen sincs rajta, akkor a P-n, A-n és B-n atmendé S; sik és a P-n, C-n és D-n atmends Sy sik
egyértelmiien meg van hatarozva. Valamelyik sikot metszi a masikban levs tetraéderél egyenese, mert AB és C'D
kitérs, igy mindegyiken at csak egy a mésikkal parhuzamos sik fektethetd, és az igy keletkezd két sik parhuzamos.
S1-nek és Sy-nek azonban kozos pontja P, igy nem lehetnek parhuzamosak (6. abra).
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6. dbra

Ha pl. AB metszi Sa-t, a metszéspont a vagy b szind; a sik tartalmaz még c és d szind pontot, igy P szine is csak
e 3 pont valamelyikével lehet egyezd, mert Sy is 3-szind. Nem fordulhat el§ a tér pontjainak szine kozt a, b, ¢ és d-t6l
kiilonbozé.

A bizonyitott tételbsl kovetkezik, hogy ha a tér tobb, mint 4-szind, akkor van tébb, mint 3-szind sik, ez pedig
éppen a bizonyitando allitas.

Megjegyzések. 1. Volt, aki megmutatta, hogy 4-szind térnek nem feltétleniil van 4-szind sikja — ami varhato is —.
A térben egyetlen v egyenes pontjai legyenek a és b szintiek, egy v-n atmend S sik v-n nem levé pontjai ¢ szintiek és a
tér S-en nem levs pontjai d szintek (7. dbra).

(d) (d)

(d)

7. dbra

Itt csak a sem S-sel sem v-vel nem parhuzamos sikok lehetnének 4-szintiek, ezek azonban S-et ¢ szind és vagy a
szind vagy b szind pontokban metszik, de egyszerre mindharom szintieket nem tartalmaznak.

2. Igaz és konnyen igazolhatd a feladat és az 1. megjegyzés allitasdnak a sikbeli megfelelGje: Ha egy sik pontjai
4 szinnel vannak kiszinezve, akkor van olyan egyenes a sikban, amelyen el6fordul 3 kiilonb6z6 szind pont. Ha viszont



a stk minden egyenese 2-szind, akkor a sik legfeljebb 3-szinid. Ezzel kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy ha a sik
pontjai csak 3 szinnel vannak kiszinezve, de gy, hogy minden szinnel van szinezve 3 nem egy egyenesen levd pont,
vajon ebbdl nem kovekezik-e mar 3-szini egyenes létezése. Megleps, de A. W. Hales és E. Straus megmutatta, hogy
ez nem kovetkezik. Ok megadtak olyan eljarast, amelynek segitségével tgy rendelhetd a sik minden pontjahoz 3 szin
valamelyike, hogy minden egyenes legfeljebb 2-szint legyen, de minden szinhez legyen olyan haromszog, amelyiknek
mindharom cstcsa a megadott szind. Az eljaras tal bonyolult ahhoz, hogy itt ismertetni lehetne, csak azt emlitem
meg érdekesség kedvéért, hogy kombinatorikus és szamelméleti jellegii segédeszkdzok igen szellemes Gsszekapcsolasaval
sikeriil megadniuk egy kivant tulajdonsigt szinezést.

3. Az egyik versenyz6 azt az érdekes kérdést vetette fel, hogy ha olyan 4-szini sikot keresiink, amelyiken egy el6re
kivalasztott szin eléfordul, van-e ilyen is? O ugy latta, hogy nem foltétleniil talalhato, de az altala megadott példa
hibas, semmi nem deriil ki bel6le. A helyes valasz igenld, hiszen van 4-szinid sik a feladat allitdsa szerint és éppen
emlitettiik, hogy ezen van 3-szini egyenes. Legyen v-n a, b és ¢ szind pont és legyen D és E d, ill. e szind. Ekkor
béarmelyik szinhez j6 a v-t és D-t vagy a v-t és E-t tartalmazo sik.

Sikban nem ez a helyzet. Legyenek egy v egyenes pontjai a, b, ¢ szinnel szinezve, a sik tobbi pontjai pedig d szintek.
Ekkor v az egyetlen 3-szini egyenes, d szint tartalmazé 3-szind egyenes tehat nincs.

Ha most folytatjuk a szinezést a térre gy, hogy a térnek az adott sikon kiviili pontjai mind legyenek e szintek,
akkor csak a v-n 4tmend sikok négyszintiek a térben. Igy nincs olyan négyszint sik a térben, amin d és e szin is
szerepelne. Ha tehat egy szin helyett szinparra ismételjiik meg kérdésiinket, akkor mar a térben is tagado6 a vélasz.

2. feladat. Legyen n > 1 pdratlan egész szam. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor léteznek olyan x, y
természetes szamok, melyekre

(]‘) n:_+_7

ha n-nek van 4k — 1 alakid primosztoja.

I. megoldas. Tegyiik fel, hogy van az egyenletnek pozitiv egész =, y megoldasa. Legyen a két szam legnagyobb
kozos osztdja d, azaz
€T = del, Y= dy17

ahol z; és y; pozitiv egész és nincs 1-nél nagyobb koézos osztdjuk, mas szdval relativ primek. Ezt beirva az egyenletbe
és a torteket eltavolitva, azt kapjuk, hogy

(2) ddx1yr = n(x1 +y1).

Itt n paratlan volta miatt a jobb oldal csak gy lehet 4-gyel oszthatd, ha x1 + y; oszthato 4-gyel. Ekkor z; és v
vagy mindkett§ paros vagy mindkettSs paratlan. Mivel ezen kiviil relativ primek is, csak a méasodik eset kovetkezhet
be. Minthogy pedig az Osszegiik oszthatd 4-gyel, ez csak ugy lehet, ha az egyik 4k + 1 alaku, a méasik 4k — 1 alaka.

A (2) Osszefiiggés szerint x; osztOja az n(xy + y1) szorzatnak. x1 + y1-hez azonban relativ prim, hiszen ha volna
1-nél nagyobb kozos osztojuk, az osztoja volna (1 + y1) — x1 = y1-nek is, azonban x1 és y; relativ primek. Ismeretes,
hogy ebben az esetben z; csak tugy lehet osztéja a szorzatnak, ha a masik tényezGjének, n-nek is osztéja. Ugyanigy
kovetkezik, hogy vy is osztoja n-nek.

Az xq-re és yp-re tett megallapitasaink alapjan kovetkezik, hogy ha megoldhato6 az egyenlet, akkor van n-nek 4k — 1
alaki osztoja. Ekkor azonban van ilyen alakt primosztéja is. Ha ugyanis egy 4k — 1 alakt szamot akarhogy felbontunk
tényezskre, akkor azok kozt van 4k — 1 alaka. Valéban, szamunk pératlan, igy a felbontéas tényez6i is paratlanok, akkor
pedig vagy 4k + 1 vagy 4k — 1 alakuak. Két elgbbi alakd szam szorzata is ilyen alaka:

(4ky + 1)(dky + 1) = 4(Akykg + oy + k) + 1,

és ez az alak Gjabb ilyen tényez6kkel szorozva sem valtozik meg. EIS kell tehat fordulnia 4k — 1 alakunak is. Ez igaz
akkor is, ha primtényezokre bontottuk a szamot. Igy n 4k — 1 alakt osztéjanak van 4k — 1 alaki primosztoja, de ez
osztoja n-nek is.

Tegyiik most fel, hogy p = 4k — 1 n-nek egy primosztéja: n = p - m. Ekkor

4 4k p+1 _i_’_ 1
n k-p-m k-p-m km kpm’

tehat x = km, y = kpm megoldasa az egyenletnek. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Felhasznaltuk azt a tételt, hogy ha egy egész szdm osztdja egy szorzatnak, de annak egyik
tényezGjéhez relativ prim, akkor osztdja a masik tényezének. Ez kovetkezik a szamelmélet alaptételébsl, ami szerint
minden 1-nél nagyobb természetes szam felbonthaté véges sok (pozitiv) primszam szorzatara és ez a felbontas a
tényez6k sorrendjétdl eltekintve egyértelmi. Forditva, az alaptétel is kovetkezik a fent kimondott tételbdl, az pedig
bizonyithaté az alaptétel felhasznalasa nélkiil.



2. A bizonyitas befejezs részében nem hasznaltuk ki, hogy p prim, tehat képleteink n minden 4k—1 alaki oszt6jahoz
megadnak egy megoldast.

3. A megoldas elsS részének gondolatmenetét folytatva n = n'z; és 1, y1 relativ prim volta miatt a jobb oldali
szorzat csak gy lehet yi-gyel oszthat6, ha n' oszthato vele: n’ = my;. Ezeket beirva (2)-be m(x1 + y1) = 4d adodik.

Lattuk tovabba, hogy x1 + y; oszthatd 4-gyel, igy =1 + y1 = 4e jeloléssel

(31) n=ma1(de — 1), (32) z =emax1, (33)y=em(de—x1).

Ebbdl is vilagos, hogy x1 és 4de — x1 = y; koziil az egyik 4k + 1, a mésik 4k — 1 alaka.

Mivel = és y szerepe szimmetrikus, feltehetjiik, hogy x; a 4k + 1 alaka. Tudjuk mér, hogy x; és 4e — x; relativ
primek.

Azt kaptuk tehat, hogy az (1) egyenlet Gsszes megoldasat megkapjuk, ha vessziik n-nek (31) alaka felbontasait,
amelyekben x; és 4e — x1 relativ primek, és képezziik hozzajuk a (32), (33) képletek szerinti értékeket, tovabba a két
szam felcserélésével keletkezs szampart. x és y mindig kiilonb6z6, mert z; és 4e — z1 nem lehet egyenl6.

n-nek minden ¢ = 45 — 1 alaka osztojahoz van legalabb egy (31) alaku felbontasa. Vélasszuk ugyanis ¢t — ¢t 4e — 1-
nek, z1-nek pedig az n/t barmelyik 4k + 1 alaku és ¢-hez relativ prim osztojat (az 1 mindig ilyen). Ekkor e = (t+z1)/4
egész és m = n/(tx1). (Megoldast kapunk akkor is, ha ¢t és 21 nem relativ prim, csak igy egyes megoldasokat tobbszor
is megkaphatunk.)

II. megoldas. A feladatnak csak azt a részét bizonyitjuk, hogy ha az (1) egyenlet megoldhato, akkor van n-nek
4k — 1 alaka primosztdja. A torteket eltavolitva és 0-ra redukélva a

day —n(x+y)=0
osszefiiggést kapjuk. Szorozzunk 4-gyel és adjunk mindkeét oldalhoz n2-et, ekkor a bal oldal szorzatta alakithato.
(4 —n)(4y — n) = n.
Itt a bal oldali tényez6k pozitivok, mert (1)-bol 1/x is, 1/y is kisebb 4/n-nél, s igy
dr >n, 4y >n.

Ha n-nek nincs 4k — 1 alakd primosztdja, akkor nem &llhat fenn az egyenlet, ekkor ugyanis 4o — n is, 4y —
n is 4k — 1 alaka, tehat mint az el6z6 megoldasban lattuk, van 4k — 1 alaka primosztéjuk. Ekkor azonban a bal
oldalt primtényezdkre bontva, azok kozt lennének 4k — 1 alaka primek, a jobb oldalon viszont beirva n primtényezds
felbontéasat, csupa 4k + 1 alakd primszam szorzata allna, ez pedig ellentmond annak, hogy minden 1-nél nagyobb
természetes szam a tényezGk sorrendjétsl eltekintve egyértelmiien irhato fel primtényezék szorzataként.

Megjegyzés. Lényeges volt, hogy a természetes szamok korére szoritkozunk, s ezért meg kellett allapitani, hogy
a szorzat tényez6i pozitivok. Ezt a legtobb versenyz6, aki ezt az utat valasztotta, elmulasztotta. Pedig irhatjuk az
egyenlGséget
(n — 4z)(n — 4y) = n?

alakban is, és ekkor semmi probléma nem latszik adédni abbdl, ha n minden primosztéja 4k + 1 alaki. Valéban van
is megoldasa az (1) egyenletnek, ha csak azt kivanjuk, hogy = és y egész legyen és n = 4k + 1:

4 4k n-1 1 1 1 1

n  kn  kn _E_k-n_g+—kn'

3. feladat. Adott teniszversenyzok két csoportja: az egyik 1000, a mdsik 1001 versenyzdébdl dll. Mindegyik csoporton
beliil ismerjik a versenyzok erdsorrendjét. Adjunk meg olyan eljdrdst, amelynek segitségével 11 mérkdzés lejatszdsa utdan
megdllapithatd, ki a 2001 jdtékos kizil a kozépsd (tehdt az 1001-edik). (Feltesszik, hogy a jdtékosok mind kilonbozd
erdsségiiek, és az erdsebb jatékos mindig legydzi a gyengébbet.)

A teniszez6k csoportjait nagybetiikkel fogjuk jelolni, az egyes versenyzdket a megfelel§ kisbetiivel, indexként mel-
léirva, hogy a legerGsebbtdl kezdve hanyadik erdsségben a sajat csoportjan beliil.

I. megoldas. A jatszmékat agy kell valasztanunk, hogy eredményiik alapjan minél erésebben sztikithessiik azoknak
a koret, akik kozt az Gsszesitett sorrendben 1001-edik teniszezs lehet. Ha egy A és egy B csoport Osszesitett sorrendjében
a k-adik versenyz6t keressiik, akkor egy késébb alkalmasan valasztand6 i értékkel a;-t és by_;-t kiildjiik palyara. Ekkor
a gyGztesnél csak azok lehetnek jobbak, akik a;-nél is, bx_;-nél is jobbak (8. abra), a vesztesnél pedig még a gydztes
is, tehat eggyel tOobb teniszezd.
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8. dbra

A gy6ztesnél tehat legfeljebb (i — 1)+ (k —i — 1) = k — 2 erésebb versenyzs lehet. Igy 6 a (k — 1)-edik vagy annal
erGsebb az Osszesitett sorrendben. A k-adik helyre tehat nem jon széba, a nila erGsebbek természetesen szintén nem.
A vesztesnél legalabb eggyel tobb versenyzd erdsebb, tehat legalabb k — 1. Igy 6 meég esetleg lehet k-adik, de a nala
gyengébbek mar nem. A 9. dbran a nyil a gy6ztest6l mutat a vesztesre. A zardjelbe tett versenyzsk nem lehetnek mar
k-adikak.
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Ha az A csapatban 2n + 1 versenyz6 van, a B-ben 2n, tehat az Osszsorrendben 2n + 1-edik versenyzGt keressiik.
Valasszuk i-t n + 1-nek, tehat kiizdjon meg a,+1 és b,. Ha a,+1 az erGsebb, akkor a 2n + 1-edik versenyzé a2,

.., Q2p41 €8 by, ..., b, koziil keriil ki, és ezeket allitva sorrendbe, koztiik 6t az n-edik helyen talaljuk, hiszen a4, ...,
an+1-€t azért hagyhatjuk figyelmen kiviil, mert biztosan erésebbek a 2n + 1-edik versenyzdénél.
Ha viszont b,, erGsebb a,1-nél, akkor a kdzéps6 versenyz6 ay, ..., apt1 €s bpy1, - .., ba, koziil keriil ki, tehat egy

n+1 és egy n f6s csoport teniszezdi koziil, és koztiik 6 az n + 1-edik, azaz kozépss, hiszen n olyan teniszez6t hagytunk
figyelmen kiviil, akik biztosan erdsebbek nala.

Az elsé esetben 2 versenyzd tekinthets koézépsonek, koziilikk az erésebbet kell keresniink.

Ha A-ban 2n versenyzs van, B-ben 2n — 1, és az Osszesitett sorrendben a 2n-ediket keressiik, akkor a,, és b, mérje
Ossze erejét. Aszerint, hogy a,, vagy b, gyéz-e, any1, ..., a2, és by, ..., b, kozil, vagy pedig a1, ..., an és bpy1, ...,
bapn—1 koziil kell keresniink az n-ediket, tehat két n tagi csoportboél az er6sebb kdzépsé6t, vagy egy n és egy n — 1 tagt
csoportbol a kozépsst.

Meg kell vizsgalnunk két egyenls létszamu csoport esetét is, mert lattuk, ilyenre is vezethet eljarasunk. Ilyen
esetekben idaig a két kdzépen levs versenyzd koziil az erésebbet kellett keresni.

Ha A is, B is 2n tagu és a 2n-edik versenyz6t keressiik, akkor a,, és b, csapjon Ossze. Az A és B csoport szerepe
most teljesen szimmetrikus, elég tehat azt az esetet vizsgalni, ha a,, gy6z. Ekkor ay 41, ..., ag, és by, ..., b, koziil kell
az n-ediket keresniink, tehat két egyenl6 csoport egyesitett listajan az erGsebbik kozépsét.

Ha végiil A is, B is 2n + 1 versenyz&bdl all, és az Osszesitésben 2n + 1-edik versenyzét keressiik, akkor kézenfekvd,
hogy eddigi formuléanktoél kissé eltérve a két kdzépsét: anyi-et és b,i1-et kiildjik palyara. Ismét elég azt az esetet
vizsgalni, ha a,,4+1 gy6z (10. abra).

4 ™
an+1
(@ o) o——— - ——-
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10. dbra



Ekkor n csoporttarsa gyengébb néla, B-bdl pedig legaldbb n + 1-en, tehéat az erélistan 2,,1-edik még lehet, de az
6t megel6z csoporttarsai mar megel6zik a 2n + 1-edik versenyzét. b, 1-nél n csoporttarsa erésebb és A-bol legalabb
n + 1 teniszezs, tehat 6 legalabb 2n + 2-edik, a nala gyengébb csoporttarsai pedig még hatrabb vannak. Igy a1,
veey Q2p+1 68 by, ..., by koziil kell még kivalasztani az n + 1-ediket, vagyis egy n + 1-es és egy n-es csoportbo6l ismét a
kozépsot.

Minden esetben azt kaptuk tehat, hogy a versenyzsk 6sszlétszama egy—egy 1épésben megfelezédik, vagy ha paratlan
volt, a rosszabbik esetben féllel tobb lesz a felénél. Eszerint 2001 versenyzd esetén eljarasunk mellett az egyes jatszméak
eredménye a legrosszabb esetben a kovetkezSképpen alakulhat:

O O 0 .60 066 0®6 0O
2001—> 1001 —>501—>251 > 126 —63 >32 >6—>8 >4 —>2—>1

Legkés6bb a 11-edik 1épés utan tehat kideriil, ki a kozéps6. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.
Megjegyzések. 1. Minden 1épés utan felirva a két csoport lehetséges alakulasat, a kovetkezd tablazatot kapjuk:

500 250 125 63 32 16

8 4 2 1 1
1001 500 /250 /125 62\ 32 /16 /8

8

7

2 1 0

10001 501/ 251/ 126/ 63 \32/ 16
500 250 125 63 31 15

Eszerint eljarasunk a legszerencsésebb esetben is csak 10 1épésben vezet célhoz.

2. A 1l-es szam optimélis abban az értelemben, hogy nem lehetséges olyan algoritmus, amelyik 10 lépésben
megtalalja a kozépss versenyzot, barki legyen is az. Ez azért van igy, mert van 2001 versenyzd, akik koziil barki lehet a
kozéps6. Masrészt viszont csak egy a és egy b-beli jatékost van értelme jatszatni egymaéssal, mert egy csoportbelieknél
tudjuk mér a jatszmak kimenetelét. Egy—egy jatszmaban vagy az A-beli vagy a B-beli jatékos gyéz, tehat kétféle
kimenetel lehetséges. A 10 jatszméanak egyiitt eszerint 2'° = 1024 kiilonb6z6 kimenetele lehet. Semmilyen algoritmus
esetén sem kaphatunk 10 mérkszésbél 2001 kiilénb6z6 valaszt.

3. Vératlannak latszik, hogy a két paratlan csoport esetében valtoztatni kellett a stratégian. Akkor lesz a;, a k-adik,
ha bg_;-t6l (ha k > i) kikap, de bx—;11-et (ha B-ben van legalabb k — ¢ + 1 jatékos) mar megveri. A fenti eljardsban
a két itt emlitett jatszmabol mindig az el6bbi tipusat jatszattuk le, a mondott esetben azonban az utébbi tipusa volt
a célszert. Erdekes megjegyezni, hogy a két tipusii jatszma minden esetben egymasba megy at, ha ahelyett, hogy a
leger&sebbtdl kiindulva rangsorolnank a versenyzsket, a leggyengébbtdl sorszamoznank, és ,,gyengébb™et és ,.erGsebb’-
et mindeniitt felcserélnénk, kivéve egyediil azt az esetet, amikor két egyenld paratlan létszamu csoportnal keressiik a
kozépssk koziil akar az erésebbet, akar a gyengébbet.

4. Sok versenyz6 a szimmetria kedvéért dgy hagyott el mindig versenyzéket, hogy paratlan szamu versenyzé
maradjon vissza, és azok koziil ismét a kozépsot kelljen keresni. A leirt eljarastol tehat annyiban tért el, hogy amikor
két kiilonboz6 1étszami csoportbol elég volt csak két egyenls létszamu részt megtartani, akkor még az éppen lejatszott
meérkdzés gyGztesét is visszatartotta. Ilyen moédon 2n + 1 és 2n versenyz6bdl mindig n + 1 és n marad vissza, 2n és
2n —1-b6l viszont a kedvezGtlenebb esetben két n-es csoport helyett szintén n+1 és n, osszlétszamban tehat 4n — 1-bél
is, 4n 4+ 1-bol is 2n + 1. Az egyes mérkdzések utén eszerint igy alakulna az Gsszlétszam:

4
4/ 2 ]
3

@ & ® & 6 O ®
2001 > 1001 =501 —> 251 —>127 —65—>33—>17 >9 —>5—>3

Itt egy 1l-es és egy 2-es csoport maradt. Ha az egyediil lev6 gy6z az er6sebb partner ellen, akkor a vesztes a kozépsd,
de ha nyer, akkor még a gyongébbel is meg kell mérkdznie. (A gyGztes bennhagyasa Osszesen 3 jatékos esetén nem
vezetne csokkenéshez, igy el kell térni az altalanos el6irastol.) Az 6todik lépésben nem lépiink at 2 egy hatvanyan, és
emiatt lehet sziikség egy 12-ik jatszmara is.

Itt 1 tényleges versenyzd folosleges bennhagyasa mar elrontotta az algoritmust, viszont ha tigyesebben csinaljuk,
sok , kitalalt” jatékost is hozzavehetiink a meglev6khoz, és ezzel nem rontjuk, csak egyszertsitjiik a helyzetet. Erre a
gondolatra tobben is rajottek, de igazan jol csak Tardos Gdbor hasznélta ki.

II. megoldas. Helyezziink az 1001-es A csoport elejére 23 képzelt jatékost, akikrdl tudjuk, hogy minden valodi
jatékosnal erésebb matadorok, és egymas kozti sorrendjiik is ismert, az 1000-es B-csoport végére pedig 24 dilettanst,
aki minden valodi jatékosnal és a 23 matadornal gyengébb, és egymas kozti sorrendjiik is adott. (A kitalalt emberek



esetleges jatszmait tehat nem kell ténylegesen lejatszani, azok kimenetelét el6re tudjuk.) A 23 matadort is beleszamitva,
ebben a helyzetben az Gsszesitett sorrend 1024-edik emberét kell megkeresniink.

Vizsgaljuk altalanosan azt a kérdést, hogy két 27 1étszamu csapatbol, amelyekben kiillon—kiilon ismerjiik az erévi-
szonyokat, hogyan valaszthatjuk ki, hogy ki van az Gsszesitett lista 2%-edik helyén. Kényelmesebb lesz most a leggyen-
gébbtdl kezdve sorszdmozni rangsorban az egyes csapatok tagjait, a leggyengébbnek adva az 1-es szamot.

Olyan helyzeteket fogunk létrehozni, amelyekben valamilyen n-re a,, jobb, mint byr_,, és a,_or gyengébb, mint
bor _pior. (L >k > 0). Egy ilyen helyzetben mérkézzék meg a,, ox—1 és bz, or—1. Ha az el6bbi nyer, akkor legyen
n’ =n — 271 ha az utobbi, akkor n’ = n. Ekkor vilagos, hogy a kiindulasi helyzetet kaptuk vissza n és k helyett
n'-vel és k — 1-gyel.

A kezdeti helyzetet is felfoghatjuk ilyennek, ha csapatunk legelejére odaképzeliink egy ag, ill. by versenyzét, akik
minden eddigi teniszez6nél rosszabbak. Ekkor n = k = 2L lel fennall, hogy asr erGsebb by = bor _or-nél és asr _or = ag
gyengébb byr oz, o = byr-nél. (Ehhez nincs sziikség tényleges jatékra.) Ebbdl a helyzetbdl kiindulva az L-edik 1épés
utan ott fogunk tartani, hogy valamilyen n-re a,, jobb, mint bor _,, és a,—1 gyengébb, mint byr_,, 1, (11. dbra). Ekkor
utolsé mérkdzésre alljon ki a két gyztes: a,, és bar _,, 1. Mindketten erésebbek A-bol n—1 jatékosnal, B-bol 2L —n-nél,
Osszesen 28 — 1-nél. A vesztes az Osszes tobbinél gyengébb, igy 6 a keresett jatékos.

A kérdés eldontéséhez L + 1 jatszma elég volt. Esetiinkben a (kipotolt) csapatok létszama 1024 = 210 gy 11
lépésben vezet célra eljarasunk. (Vagy kevesebb lépésben, ha koézben képzelt emberek jatszmajara is sor keriil.)

Megjegyzés. Belathatjuk, hogy a targyalt specidlis esetek: egyenl6 vagy majdnem egyenls két csoportbol a kozépsé
megkeresése, csak latszolag specidlis, az dltalanos visszavezethets erre. Legyen az A csoport m tagu, a B csoport
n-tagu és keressiik a versenyzsk Osszesitett rangsoraban a k-adik versenyzét (1 < k < m+mn). Legyen az elejérdl k-adik
versenyz$ a rangsor végétdl szamitott k'-edik, ekkor k + k' = m +n + 1, (12. abra) tehat a kisebbikiik — vagy a kozos
értékiik, ha egyenl6k — nem nagyobb, mint (m + n + 1)/2. Feltehetjiik, hogy k¥ nem nagyobb ennél az értéknél, mert
ellenkezd esetben csak a ,,gyengébb”, | erésebb”, valamint a ,,gy6z”, ,,veszit” szavakat (és szinonimaikat) kell felcserélni,
és ezzel k és k' is szerepet cserél.
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12. dbra
Ha k < m < n, akkor csak aq, ..., ar és by, ..., by jon tekintetbe a k-adik helyre, és igy két k f6s csapatbol kell
kivalasztani azt, aki az Osszesitett sorrendben a két kozépss koziil az ersebb.
Ha viszont m < k < (m +n + 1)/2, akkor
n—an—m+n+1 _ n—m+1 >0,
2 2
tehat & < n. Ekkor k < j < n-re b; nem lehet k-adik, de nem lehet b1, ..., bp—m—1 sem, mert még ha az A csoport

mind az m tagja erésebb is naluk, akkor sincs egyikiik sem a k — 1-edik helynél hatrabb. A B csoportbo6l tehat csak
n—(k-m-1)—(n—-k=m+1
jatékost kell figyelembe venni és koziiliik a ranglista

k—(k—m-1)=m+1



sorszamu tagjat keresni, mert a k-adik versenyzénél biztosan jobb k —m — 1 versenyzét figyelmen kiviil hagyhattunk.
Ez esetben tehat egy m és egy m + 1 1étszamu csapatbol kell a rangsorban kézépsét kikeresni.

A sziikséges jatszmak szamara a I1. megoldas eljarasa azt adja, hogy ha két egyenls vagy 1-gyel kiilonb6z6 1étszamu
csapatbol kell az Gsszesitett ranglistan kozépsd, ill. a kozépsk kozil (mondjuk) erdsebb versenyz6t kivalasztani, akkor
ezt L 1épésben megtehetjiik, ahol L azzal van meghatirozva — ha a versenyzGk Osszlétszaméat N-nel jeloljiik —, hogy

2L=1 « N < 2F.

Az 1. megoldashoz fizott 2. jegyzet gondolatmenetével lathato, hogy ennél kevesebb lépés nem lehet minden esetben

elegend6
Suranyi Janos

LA feladatok szovegének idegennyelvii forditasait kovetkezd szamunkban kézoljiik.



