I. Megoldas. Az ellipszis szimmetriatengelyeit véve koordindtatengelyeknek, egyenlete a szokasos jelolésekkel

(1) S+h=t

Itt b < a, hiszen b = a esetén vonalunk korré specializalodik, méarpedig kor koré irt négyzet szerkesztésével nem
érdemes foglalkozni. Igy a tengelyvégpontokbeli érinték kiilonbdzé oldali téglalapot alkotnak, tehat a szerkesztendd
négyzet oldalegyeneseinek az ellipszissel val6 érintkezési pontjai nem eshetnek egyik adott tengelyvégpontba sem, a
kivant négyzet oldalai nem parhuzamosak a tengelyekkel.
Ismeretes[] hogy (1)-hez az (x1, y1) pontjaban huzott érinté egyenlete
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— és szamunkra x1 # 0 és y; # 0 —, tehét iranytangensét m-mel jelolve
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Forditva, az érintési pont koordinatai m fliggvényeként:
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Eszerint adott m értéket két pontban ér el az iranytangens és e pontok egymaés tiikorképei az O centrumra. Az ellipszis
szimmetridja alapjan ugyanez all a benniik megrajzolt érintSkre is, igy tehat O a koriilirt négyzetnek is kézéppontja
lesz, a négyzet szomszédos oldalegyenespérjait tehat azzal jellemezhetjiik, hogy merélegesek egymaésra és hogy O-t6l
mért tavolsaguk egyenls.

Az érint6 derékszogi haromszoget vag le abbodl a siknegyedbdl, amelyikben (x1, y1) van, e haromszdg befogoi a
tengelyekbdl lemetszett darabok, hosszuk (1a) alapjan, majd (2) felhasznéalasaval
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ezekbdl az érintének O-t6l mért tavolsdga mint az atfogdhoz tartozé magassig
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A masik oldalegyenespéar O-t6l meért tavolsagat tgy kapjuk ebbdl, hogy m helyére —1/m-ot irunk. Igy a kévetelmény,
mindjart a tavolsdgok négyzetének egyenlGségét felirva:
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atrendezve
(a® = b*)(1 —m?) = 0.

Ez a # b miatt csak m + 1 mellett teljesiil, tehat a kivant négyzet oldalegyenesei 45°-os szoggel hajolnak a koordiné-
tatengelyekhez.
Most mér (2), majd (3) alapjan m = +1 mellett
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(Ugyanez adodik persze m = —1-bdl is.) Mindezek szerint a keresett négyzet cstucsai a koordinatatengelyeken vannak,

az az O centrumu kor metszi ki Sket, melynek sugara egyenl6 az ellipszis tengelyvégpontjai dltal meghatarozott rombusz
oldalaval, vagy mas szoval: a tengelyvégpontokbeli érint6k altal meghatarozott téglalap atlojanak felével (1. abra).

(4) xr, = +
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1. dbra

Megjegyzések. 1. Tulajdonképpen tobbet végeztiink, mint amennyit a feladat megkivant: egy koriilirt négyzetet; mi
pedig el6bb megmutattuk, hogy csak egy négyzet van az ellipszis koré irhato téglalapok kozt, és azt szerkesztettiik
meg.

Mondhattuk volna — mint a legtobb dolgozat tette —: olyan megoldast keresiink, melyben a négyzet két szim-
metriatengelye, az atloi, azonosak az ellipszis tengelyeivel. (Ekkor. persze még kérdéses, hogy van-e ilyen.) Itt tehat
kovetelményként jelenik meg a (3) tengelymetszetek egyenlGsége
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és ezzel adodott, hogy van ilyen megoldas. (Kiadodik tiikrozésekkel is) Ez 6nmagaban elég csekély feladat, és nem
tudjuk meg, hogy egy versenytars nem allhat-e el6 esetleg egy érdekesebb, mutatésabb eredménnyel.

2. Eljarhatunk ugy is a szerkesztésben, hogy el6szor az ellipszis és a négyzet egyik oldala E érintkezési pontjat
szerkesztjiik meg. Az I. siknegyedben (4) alapjan
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ahol ¢ a mondott rombuszoldal hajlasszoge az = tengelyhez. Félmérjiik a rombuszoldalra a kistengely végpontjabol
a-t, a nagytengely végpontjabol b-t, az els§ végpont abszcisszaban egyezik E-vel, a masodik pedig ordinataban (2.
abra).
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3. Az oldalak irdnyat ismerve, 2 — 2 pontjukat kaphatjuk az ellipszis kovetkezs tulajdonsaganak felhasznalasaval: a
fokusznak barmely érintén levd vetiilete rajta van a {6koron (bizonyitasat az olvaséra hagyjuk). Megszerkesztjiik a két
fokuszt, az ezeken at a tengelyekhez 45°-0s szoggel hajlo két-két egyenest, végiil a f6kort, ez metszi ki egyeneseinkbdl
az emlitett pontokat.
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II. megoldas. A négyzet atloinak irdnyat hatarozzuk meg. Az a merdleges affinitas, amely az adott ellipszist a
fokorébe viszi at, az ellipszisiink koré irt négyzetet a f6kor koré irt paralelogrammaba transzformalja, mert parhuzamos
egyenesek megfelelsi parhuzamosak. A kor koré irt paralelogramma rombusz, 4t16i merélegesen metszik egymaést a kor
(egyszersmind az ellipszis) kdzéppontjaban. Es mivel a rombusz atléi a négyzet atloinak affin megfeleldi, azért a négyzet
atloi csak olyan (egymasra merdleges) egyenesparon lehetnek, amelyek affin megfelelsi is merclegesek.

Ilyen egyenespart alkot az ellipszis két tengelye, és mas ilyen nincs is. Ha ugyanis az O kdzéppontbdl kiindulo e, f

félegyenesek merdlegesek egymasra és a nagytengely egyik partjan hozzé hegyes szoggel hajlanak, akkor az %(> 1)



aranyu affinitassal kapott képeik kozti szog hegyes szog lesz, mert az 0 és az eredeti hajlasszog tangensének aranya
a
mindkét félegyenes esetében —, tehat a hajlasszogek nagyobbak, mint az eredetiek.

Ezzel belattuk, hogy a keresett négyzet két atloja csak az ellipszis két tengelye lehet. Tovabb a fentiek szerint
haladhatunk.



