D. R. Woodall: A négy—szin tétel]

1976. jalius 22-én Kenneth Appel és Wolfgang Haken, az Illinois Egyetem két matematikusa bejelentette, hogy
megoldotta az egész matematika talan legismertebb megoldatlan probléméjat, a négy—szin problémat. A probléma
azt kérdezi, vajon ki lehet-e mindig szinezni egy tetsz6leges térkép tartomanyait négy szinnel ugy, hogy a szomszédos
tartomanyok kiilonb6z6 szintek legyenek. (,,Szomszédos” azt jelenti, hogy ,,k6z6s hatarszakaszuk van”, nem koveteljiik
meg, hogy két tartomanynak kiilonb6z6 szine legyen, ha azok csak véges sok pontban érintkeznek, mint a D és F
tartomanyok az 1. abran. Azonban a ,kiils¢” tartomanyt (vagy ,tengert”) is ki kell szinezniink, melyet a térkép egy
kozonséges tartomanyanak tekintiink.)

1. dbra

Ezt a feladatot elGszor 1852-ben egy londoni didk, Francis Guthrie vetette fel, és allitolag a kérdés egy Anglia
megyéit Abrazolo térkép szinezése kozben jutott az eszébe. Eszrevette, hogy négy szinre idénkeént sziikség van (példaul
az 1. dbra A, B, C és D tartomanyainak szinezéséhez), de ugy talalta, hogy négy szin mindig elegends. Elmondta
ezt a batyjanak, Fredericknek, aki tovabbadta tanaranak, Augustus De Morgannak (akir6l a De Morgan—torvényt is
elnevezték). De Morgan megirta Hamiltonnak, aki azonban kijelentette, hogy 6t nem érdekli a kérdés. De Morgannak
viszont tetszett a probléma, és minden baratjanak elmesélte. Feltételezik, hogy & jelentette meg a problémat elGszor
nyomtatasban, az Atheneum folyoirat egy alairas nélkiili konyvismertetésében, 1860-ban. De Morgan halala utan, 1878-
ban Cayley ismertette a problémat a Londoni Matematikai Tarsasig taldlkozojan, és kijelentette, hogy elképzelése
sincs, hogyan lehetne hozzdkezdeni a megoldashoz. Ez felkeltette egy iigyvéd és lelkes amatér matematikus, A. B.
Kempe érdeklédését, aki kdzben a Londoni Matematikai Tarsasag pénztarosa, majd elndke lett. 1879-ben kozolt az
American Journal of Mathematics-ban egy ,,bizonyitast”, melyet mindenki jonak hitt. 1890-ben azonban P. J. Heawood,
a durhami egyetem matematikaprofesszora talalt a ,bizonyitasban” egy hibat. Néhany évig a hibat nem tartottak
komolynak, és ugy tekintették, hogy a tétel ,lényegében” bizonyitva van. Az évek azonban multak és csak nem talalt
senki kielégité megoldast, igy a matematikusok fokozatosan felismerték, hogy a probléma sokkal mélyebb, semmint
korébban feltételezték. Azota feltehetGen minden neves matematikus probalkozott a probléma megoldasaval, igy Appel
és Haken teljesitménye mindenképpen elismerésre mélté.

Amint azt egy ilyen feladatnal varni lehet, a megoldés folottébb hosszi. Gépelve 100 oldal az 6sszefoglalds, 100
oldal a részletezés és tovabbi 700 oldalt tesznek ki a segédtételek, plusz 1200 éra futés szamologépen. Osszehasonlitasul
megjegyezziik, hogy a kozépiskolaban (de még az egyetemen is) az atlagos bizonyitasok hossza nem haladja meg az
egy vagy két oldalt. Az irodalomban egy 20 oldalas bizonyitas mar igen hosszinak szamit.

Visszatekintve — bar utélag konnyd okosnak lenni — vilagos, hogy kordbban sokan felettébb alabecsiilték a feladat
bonyolultsdgat — de talan senki sem annyira, mint a Clofton College igazgatoja. Az volt a szokdsa, hogy minden
szemeszterben egy—egy versenyfeladatot tizott ki, és 1866 Gszén ugy dontott, hogy a négy—szin problémat adja fel.
A felhivas optimistan végz6dott: a dolgozat nem haladhatja meg az 1 oldalt (30 irott sor) plusz 1 oldal abrat. [A
versenyfelhivés teljes szOvege és a probléma torténetének tovabbi részletei megtalalhatok a N. L. Biggs, E. K. Lloyd
és R. J. Wilson, Graph Theory 1736-1936. c. konyvben.|

Az igazgatoé felhivasa a Journal of Education-ban is megjelent azzal a szerkesztGi megjegyzéssel, hogy ,.ez a felhivéis
minden bizonnyal olvaséinkat is a probléma megoldaséara fogja csabitani”. Az egyik olvasojuk Frederick Temple volt,
akkor London piispoke, késébb Canterbury érseke. Egyszer tgy érezte, kicsit elkalandozhat a figyelme mig a vendégeire
var, és sebtében adott egy ,, bizonyitast” a négy—szin problémara. Ez a ,,bizonyitas” azért érdekes, mert ramutat egy
gyakori félreértésre a négy—szin problémaval kapcsolatban. Amit Temple valdéjaban bizonyitott, az az volt, hogy nem
lehet 6t tartoményt tgy lerajzolni a sikban, hogy béarmelyik érintse az Osszes tobbit (egy hatérszakasz mentén).
Ezt a problémat 1840 koriil Mdbius vetette fel, és gyakran Osszekeverik a négy—szin probléméval. Természetesen van
Osszefiiggés a két probléma kozott: ha valaki tudna taldlni 6t tartomanyt, melyek mindegyike érinti a tobbit, akkor
egyuttal a négyszinsejtést is megcafolna, hiszen ezeket csak 6t szinnel lehetne kiszinezni.

*Megjelent a Mathematical Spectrum, Sheffield 11. kitetének 3. szaméaban 1979-ben.



2. dbra

De az, hogy 6t ilyen tartoméany nem létezik, még nem bizonyitja, hogy a négy—szin tétel igaz! A 2. abran lathaté térkép
szinezéséhez négy szin sziitkséges (tessék kiprobalni!), és mégsem tartalmaz négy tartomanyt, melyek érintenék egymast.
Ez azt mutatja, hogy a térkép szinezéséhez sziikséges szinek szama lehet nagyobb, mint azoknak a tartoményoknak a
maximalis szama, melyek érintik egymast. Igy ha be is bizonyitjuk, hogy ez utébbi szam legfeljebb négy lehet, ez még
nem bizonyitja, hogy a térkép négy szinnel szinezhetd.

A bizonyitds vazlata

Csakugy, mint a tobbiek, Appel és Haken is a kdvetkezd atfogalmazés utan lattak hozza a problémahoz: , Mutassuk
meg, hogy egy sikbeli graf csiucsait ki lehet szinezni négy szinnel ugy, hogy az éllel dsszekdtitt csiucsok kilonbozd szindek
legyenek.” (Egy sikbeli graf olyan graf, melyet le lehet ugy rajzolni a sikban, hogy az élei ne messék egymast, lasd
példaul a 3. 4brat.) Nem nehéz latni, hogy a probléménak ez a valtozata ekvivalens az eredetivel. (Az egyik irany
koénnyt. Vegyiink fel a térképen minden tartomény belsejében egy pontot, és két pontot akkor kossiink Ossze éllel, ha a
megfelel$ két tartomény szomszédos. Ha ki tudjuk szinezni az igy kapott graf csicsait négy szinnel, akkor természetesen
az eredeti térképnek is egy megfelels szinezését kapjuk. A mésik irdnyban azt kell igazolnunk, hogy minden grafot meg
lehet ilyen médon kapni valamilyen térképbdl. Ez sem tulsagosan bonyolult.)

(Cl) (b) 3. dbra

Azt is konnyt latni, hogy elegend a sik haromszogeléseit tekinteniink, vagyis azokat a grafokat, amelyek a sikot
olyan tartomanyokra bontjik, melyeket pontosan harom él hatarol. Példaképpen a 3. dbra mutatja azt a grafot, mely
az 1. abra térképének felel meg, és az ebbdl kapott haromszogelést. Ha ez utobbi csiicsait négy szinnel tudjuk szinezni,
akkor ez a szinezés az el6bbihez is jo lesz. Vegyiik észre, hogy végeredményben két csticsot tobb él is 6sszekothet (ilyen
az E és G ebben az esetben.)

Kempe bizonyitdsa

Ahhoz, hogy Appel és Haken modszerét megértsiik, érdemes Kempe bizonyitasi kisérletét a haromszogelésekre
atfogalmazni. Induljunk ki az Euler—féle poliéder—tételbsl, mely azt mondja ki, hogy a sik H haromszogelései kielégitik
a L — + C = 2 formulat, ahol C a csucsok szama, az élek szama, L a lapok (azaz a tartomanyok, beleértve a kiilsé
tartomanyt is) szama. Mivel a haromszogelésben minden tartomanyt harom él hatarol és minden él két laphoz tartozik,
azért 2 = 3L (az élek ,oldalait” két kiilonb6z6 modon szamoltuk le: minden élnek két oldala van, és minden lap harom
él egy—egy oldalat tartalmazza). Ha C;-vel jeloljiik az i-edfoku cstucsokat (egy csics foka a bel6le kiindul6 élek szama),

akkor Z C; = C (a haromszogelésben talalhato csticsok szama), és ZiCi = 2 (mivel minden élnek két vége van).
Ezeket behelyettesitjiik Euler formulajaba, és kapjuk, hogy

> (6 —i)Ci =12
azZaz

4054+ 3C3+2C4 + Cs — C7 — 203 —3Cy — ... = 12.

(Egy haromszogelésben nincs 0 vagy 1 foku csucs, igy nem kellett feltiintetniink a 6Cy és az 5C; tagokat a fenti
Osszegben.) Azonnal kovetkezik, hogy Cs, C3, Cy és C5 koziil legalabb az egyik pozitiv, azaz a H haromszogelésnek a
4. abran lathato négy konfiguracio valamelyikét mindenképpen tartalmaznia kell. (Vegyiik észre, hogy a 3b abra [kicsit
torzitva] tartalmazza mindezeket a konfiguraciokat F', A, B, illetve C' kézéppontokra — igaz, ezek koziil a harmadik
quotedblbaseki van forditva”, és igy nehéz felismerni.)



Egy térképet négy
szinnel kiszinezni néha nagyon nehéz. E. F. Moore készitett egy ilyen, 846 orszagot tartalmazd térképet, ennek egyik felét
mutatja az abra. A teljes térképet tgy kaphatjuk meg, hogy az adbra két példanyat egymas mellé illesztjiik, és belglik egy
hengerpaléastot készitiink. A henger aljat és tetejét beragasztjuk, és az igy fent és lent keletkezd két nyolcszoget (azaz nyolc

szomszéddal rendelkezd tartomanyt) is egy—egy orszagnak tekintjiik. Ennek a térképnek a tanulmanyozéasa segitette Appelt és

Hakent a bizonyitasukhoz sziikséges szamitogépids becslésében.

Tegyiik most fel, hogy létezik ellenpélda a négy—szin sejtésre. Megprobéljuk ennek lehetetlenségét azzal bizonyitani,
hogy valamilyen ellentmondéasra jutunk. Valasszunk mindjart egy olyan ellenpéldat, amelyben a lehet6 legkevesebb
csucs van. Ha ez nem volna haromszogelés, akkor mindenesetre még hozzavehetnénk tovabbi éleket gy, hogy egy H
haromszogelést kapjunk anélkiil, hogy a cstcsok szaméat novelnénk, vagy a grafot négy szinnel szinezhetévé tennénk.
Igy minden graf, melynek kevesebb cstcsa van, mint H-nak, négy szinnel szinezhetd, de H mar nem. Ha H a 4a vagy 4b
abrakon lathato konfiguraciok valamelyikét tartalmaznd, toroljiik ki v-t H-bol, a megmaradt grafot szinezziik ki négy
szinnel és tegyiik vissza v-t. Mivel v legfeljebb harom masik csticesal szomszédos, biztosan taldlunk neki egy megfelels
szint. Ezzel H-t is kiszineztiik négy szinnel, ami ellentmond annak a feltételezésiinknek, hogy H nem négy—szinezhetd.
Ez az ellentmondéas mutatja, hogy H val6jaban nem tartalmazhatja a 4a, illetve 4b alakzatokat.
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A 4c alakzat esetében megprobalhatjuk ugyanezt, de bajban vagyunk, ha a p, g, r és s csicsok kiilénboz6 szintek,
ebben az esetben nem feltétleniil tudjuk majd v-t kiszinezni. Ekkor azonban a kdvetkez6képpen okoskodhatunk. Tegyiik



fel, hogy p, g, r és s szine ebben a sorrendben kék, zold, piros és sarga. Nézziik H-nak azt a részét, amely az Osszes kék
és piros csucsbol, valamint az Sket Osszekots élekbol all. Ennek a részgrafnak az 6sszes Osszefliggs részét (kék—piros)
Kempe-lancnak hivjék (és azt a moédszert, amit hasznéalni fogunk, Kempe-lanc modszernek). Ha p és r kiilonbozo
(kék—piros) Kempe-lancban van, akkor a kék és piros szineket felcserélhetjiikk abban a lancban, melyben p van anélkiil,
hogy a tobbi csics szinét megvaltoztatnank. Ez egy masik (helyes) szinezést ad, melyben p és r mindketten pirosak
és igy v-t kékre szinezhetjiik. Hasonléan ha ¢q és s kiilénb6z6 zold—sarga Kempe-lancban van, akkor megcserélhetjiik a
z0ld és sarga szineket abban a lancban, melyhez g tartozik, amivel g sarga lesz anélkiil, hogy s szinét megvéltoztattuk
volna; és igy v-t most zoldre szinezhetjiik. Probléma csak akkor van, ha van olyan kék—piros lanc, ami p-t r-rel koti
Ossze és egy olyan zold—sarga lanc, ami ¢-t az s-sel koti 0ssze. De kénnyen belathato, hogy ez nem lehetséges, mivel
ezeknek a lancoknak valahol metszeniiik kellene egymast egy olyan csticsban, melynek egyszerre kellene kéknek vagy
pirosnak és zoldnek vagy sarganak lennie, ami lehetetlen. Igy minden esetre megmutattuk, hogy négy szinnel ki tudjuk
szinezni H-t, és ez az ellentmondas mutatja, hogy H nem tartalmazhatja a 4c konfigurdciét sem.

Eddig belattuk, hogy H nem tartalmazhatja a 4a, 4b és a 4c alakzatokat. Ha Kempe meg tudta volna mutatni,
hogy H a 4d alakzatot sem tartalmazhatja, akkor befejezhette volna a bizonyitast azzal, hogy a H (ami a definicio
szerint minimalis ellenpélda a sejtésre) nem létezhet, hiszen tudjuk, hogy ha H létezik, akkor a 4a—4d konfiguraciok
valamelyikét tartalmaznia kell. Igy igazolta volna, hogy a sejtésre nem létezik ellenpélda, més szavakkal: igazolta volna
a sejtést. Sajnos ugyanazt az Gtletet probalta hasznalni a 4d konfiguraciéra is, amit a 4c-re hasznélt, és itt kdvette el
a hibat. Ennek ellenére jelentGs lépést tett a probléma megoldésa felé; melyet gyakran alabecsiiltek a késgbbi kutatok.
Bar bizonyitéasa rossz volt (és igy gyakorlatilag értéktelen), az 6tlet egy kis modositasaval egy tokéletesen jo bizonyitast
kapunk arra, hogy minden térkép szinezéséhez 6t szin elegendd, és az 6 Stletei szolgaltak alapul a problémaval foglalkozo
kés6bbi munkak legtobbjéhez.

A két fo lépés

Roviden osszefoglalva, Kempe modszere modern terminologiaval a kovetkezs. Megkisérelte, hogy az alakzatoknak
egy olyan U halmazat allitsa Ossze (a 4. dbra a—d részei), melyre

(i) az U halmaz elkeriilhetetlen, azaz minden egyes sikbeli haromszogelés tartalmazza a halmaznak legalabb egyik
elemét, és

(i) az U halmazban minden egyes elem redukdlhato, azaz a sejtésre vonatkoz6 minimalis ellenpéldaban egyik sem
lehet benne. (Mas szavakkal egy olyan ellenpélda, amely ezek barmelyikét tartalmazza, egy kisebb ellenpéldava
redukalhato).

Ha a kisérlete sikerrel jart volna, nyilvanvaléan elegendd lett volna a sejtés bizonyitadsara. Valojaban nem mutatta
meg kielégitGen, hogy a 4d konfiguracié redukalhato. Appel és Haken ugyanezt a kozelitést vitte sikerre. De mig Kempe
elkeriilhetetlen halmaza minddssze négy alakzatot tartalmazott, addig Appel és Hakené koriilbelil 1900-at. (Eredeti
bizonyitasuk 1939 konfiguraciot hasznalt, kés6bb megmutatték, hogy ezt mintegy 1400-ra le lehet szoritani.) Annak
igazolasa, hogy ez a nagyszamu alakzat redukalhato, egyel6re a szadmologépben valé nagymeértékid bizalomra épiil.
Egyik alakzatukat az 5. 4bra mutatja, ezt egy 12 élbdl 4llo gytrd hatarolja. A megvizsgalandd alakzatok mindegyikét

valésziniileg nem lettek volna képesek bizonyitani azok redukalhatéségét.

5. dbra

Appel és Haken bizonyitasa tehat két lényeges 1épésbdl all: az alakzatok elkeriilhetetlen halmazanak megkonstruala-
sabol, és annak bizonyitadsabodl, hogy ezek az alakzatok redukalhatdak. Mindkét 1épés kiilon-kiilon egyszerd, a kozottiik
levs kapcsolat az, ami bonyolult, és ez az, amiben Appel és Haken munkija mingségileg, és nemcsak mennyiségileg
nétt f6lé mindannak, amit el6ttiik csinaltak.

Appel és Haken bizonyitasanak hosszisiga két okbol is szerencsétlen. ElGszor is megneheziti a bizonyitas ellen-
6rzését. Természetesen egy bizonyitas értéktelen, ha azt nem tudja mas matematikus ellenérizni. Olyan bizonyitéast
volna jé taldlni, melyet minél tobb ember, minél révidebb id6 alatt képes ellenérizni. Egy nagyon hossza bizonyitas
ellenérzése varhatéan sokiig varat magara, és a bizonyitas késgbb is csak viszonylag kevés ember szdméara valik érthe-
t6vé. (Természetesen rovid bizonyitasoknak is meglehet ez a bajuk.) Ez kiilonosen érvényes azokra az esetekre, mikor



a bizonyitas szamologépet hasznal. A szamoldgépeknek a tiszta matematikaba valo belépése el6tt elvileg barki ellen-
6rizhetett barmilyen bizonyitast, ha volt hozza megfelel felkésziiltsége és képessége. Most egy tovabbi kovetelmény
is fellépett, nevezetesen egy nagy sebességl szamologéphez vald hozzaférés. Appel gy becsiilte, hogy a bizonyitas
részleteinek ellenérzése mintegy 300 6rat tartana egy nagy szamolégépen. Kevés olyan matematikus van, aki ennyi
gépidével rendelkezik.

Egy hossza bizonyitas masik nagy hatranya az, hogy nem mutatja meg, miért is igaz az eredmény. Ez kiilonosen
igaz az olyan bizonyitasokra, melyek nagy szamu 6nallo eset vizsgalatat igénylik, akar hasznalnak szdmolégépet, akar
nem. Biztos vagyok benne, hogy sok matematikus egyetért abban, hogy a tételek bizonyitasa csak egy eszkoz arra, hogy
a tiszta matematika céljat elérjiik, vagyis megértsiik, mi van a tételek mogott. Néha egy bizonyitas annyira vilagos,
hogy azonnal érezziik, egyben megmagyarazza a ,,valédi okat” annak, miért is igaz az eredmény. Botorsag volna azt
hinni, hogy minden tételnek van ilyen bizonyitdsa, a dolog mégis olyan célnak latszik, amelyért érdemes kiizdeni.
A kovetkezd par évben kétségteleniil sokan fognak dolgozni azon, hogy Appel és Haken bizonyitasat roviditsék, és
egyuttal egy vilagosabb eljarast talaljanak. (Valosziniitlennek tiinik azonban, hogy a bizonyitasukat annyira le lehetne
roviditeni, hogy ne legyen tovabbra is sziikség a szamologépbe vetett nagymeértéki bizalomra.) Természetesen a felsorolt
aggalyaink egyike sem akadalyozhat benniinket abban, hogy elismerjiik Appel és Haken érdemeit.

(Forditotta: Csirmaz Laszlo)



