Képzelje el az olvaso, hogy az asztalon egy halom, kiilsére teljesen egyforma pénzdarab van. Valaki elarulta, hogy
az egyik érme hamis, de ez a valédi érméktsl csak stulyban tér el. Még azt se tudjuk, hogy a hamis érme konnyebb-e
vagy éppen nehezebb a tobbinél. Rendelkezésiinkre &ll egy egyenlé kard meérleg, silyok nélkiil. Hogyan hasznaljuk a
mérleget, ha minimalis szdma méréssel szeretnénk a hamis érmét kivalasztani, és azt is meg akarjuk kozben tudni,
hogy az nehezebb-e vagy sem a tobbinél?

Olvasoink koziil bizonyara sokan megoldottak ezt a feladatot 12 érmére. Az 1. dbran egy lehetséges megoldas
lathat6. Az els6 mérés harom kimenetének megfeleléen a masodik méréshez harom kiilonb6z6 moédon osztjuk szét
az érméket. A bal oldali nyil annak az esetnek felel meg, amikor a bal oldali serpenyé siillyed le, a kozéps6 nyil
az egyenstlynak, a jobb oldali pedig annak az esetnek, amikor a jobb oldali serpeny& a nehezebb. Hasonlé médon
abrazoltuk a harmadik mérésre vonatkozo kilenc felosztést. (Az abran az érméket megszamoztuk, a K és N bettk azt
jelzik, hogy a hamis érme kénnyebb vagy nehezebb a t6bbinél.) Ennek a megoldasnak jellemz§ tulajdonsaga, hogy a
soron kovetkezd méréshez az érmék felosztasa fligg az el6z6 mérés eredményétdl.
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Most a feladatot altalanos formaban mondjuk ki:

Adott m 2 3, kiilsére teljesen egyforma érme. Mindegyik érme, egy kivételével, ugyanolyan silyd, arrdl az eqyrdl,
amelyik sulyban kiulénbozik a tobbitdl, nem ismert, hogy sulya melyik irdnyban tér el. Legkevesebb hany méréssel lehet
eqy egyenld kard mérleggel ezt az érmét megtaldlni és megdllapitani o tipusdt?}

Ez a feladat tobb mint 30 évvel ezel6tt sok, f6leg angol és amerikai matematikus figyelmét vonta magara. 1945-ben
a ,,The matematical Gazette” cimd angol folybiratban megjelent a feladatnak egy megoldasa. Szerz6je R. L. Goodstein,
aki kés6bb a matematikai logika ismert szakemberévé valt.

Goodstein modszert adott a hamis érmének és tipusdnak meghatarozasara n méréssel, ha az érmék szama m <

1
3 (3"—2n+3). (Vegytik észre, hogy n = 3-ram < 12.) Azonban kideriilt, hogy n > 3-ra eredménye nem a lehet6 legjobb:

1
n méréssel m < —(3" — 3) érmébdl is ki lehet valasztani a hamisat, és meg lehet hatarozni a tipusat. Ezt egymastol

fliggetleniil tobb matematikus is megtalélta, és 1946-ban ugyanez a folydirat egy meglehetésen hosszu listaban kozolte
a megoldok nevét és a kiilonbozd eredmeényeket, melyeket a hamis érmék utdni nyomozas terén értek el. Ugyanebben
a szamban jelent meg a lehet§ legjobb megoldés, F. J. Dyson tollaboél, akibsl késébb ismert elméleti fizikus lett.

Dyson &tlete a harmas szamrendszer felhasznélasdn alapszik. Minden érmét egy iigyesen megvalasztott harmas
szamrendszerbeli szdmmal jel6l meg, és ezzel egy csapasra lehetGvé teszi a méréssorozat tervezését és kiértékelését.
Ennek a megoldasnak kiilonds szépsége abban rejlik, hogy a soron kévetkez6 méréshez kivalasztott érmék nem fiiggnek
az el6z6 mérések eredményétsl.

Az elmult par évben ennek a feladatnak tobb 1j megoldéasa is megjelent, de kdzben Dyson mddszerét érdemtelentil
elfeledték. Ezért érdemes errdl részletesebben szélnunk. Dyson megoldaséat két lépésben ismertetjiik, el6szor az m =
(3™ — 3)/2 esetet, majd az m < (3" — 3)/2 esetet vizsgalva.

I Nyilvanvalo, hogy az m < 3 értékekre a feladat nem megoldhato, hiszen m = 1-re az érme hamis, de ismeretlen tipust; m = 2-re az
érmék kiilonboz6 sulyuak, és koziiliik a hamisat lehetetlen ilyen méréssel kivalasztani.



1
Elsd rész. Legyen az érmék szama m = —(3" — 3). Tekintsiik az Gsszes n jegyd (0, 1 és 2 szamjegyekbdl 4llo)

triadikus szamokat: 00...00, 00...01,..., 22...22. Ezek szama 3". Ezeket hasznaljuk fel az érmék megjelolésére
a kovetkez6 modon. Minden szamot felhasznalunk jelként, kivéve azt a harmat, amelyik csupa egyforma sziamjegybdl
all: 00...0,1...1,2...2.

A jeleket parokba allitjuk: egy par két komplementer jelbdl all, azaz azokbol, amelyekben a sorrendben megfelels
szamjegyek Osszege 2 (méas szavakkal komplementer jelek azok, amelyek Osszege 22. . .22.

Egy jelet jobb oldalinak neveziink, ha benne a balrél szamitott elsé két nem egyforma jegy, 01, 12 vagy 20. Ellenkezé
esetben a jelet bal oldalinak nevezziik. Vilagos, hogy minden, komplementer jelekbdl all6 par egyik eleme jobb oldali,
a masik bal oldali.

Erme Jobb oldali | Bal oldali
sorszama jel jel
1 011 211
2 122 100
3 200 022
4 010 212
5 121 101
6 202 020
7 012 210
8 120 102
9 201 021
10 001 221
11 112 110
12 220 002

Vegyiik észre, hogy a jelparok szadma éppen megegyezik az érmék m szadméval. Szamozzuk meg az érméket 1-t6l
m-ig, és feleltesslink meg minden érmének egy jelpart. Példaul 12 érmét a tablazatban lathaté médon lehet ;megjeldlni”.

Legyen M (i, 0), M (i, 1), illetve M (i, 2) mindazoknak az érméknek a halmaza, amelyek jobb oldali jelében az i-edik
helyen 0, 1, illetve 2 all. Kénnyd belatni, hogy az M (i, 0), M (i, 1) és M (i, 2) halmazokban egyforma sok elem van,
és hogy a halmazoknak nincs koz6s elemiik (lasd példaul az 1. tablazatot). Ezek utan az érméket — Dyson szerint — a
kovetkezoképpen kell mérniink. Osszesen n egymést kovets mérést végziink. Az i-edik méréshez (i = 1, 2, ..., n) a bal
oldali serpeny@be tessziik az M (i, 0) halmazban levs érméket, a jobb oldali serpeny6be pedig az M (i, 2) halmazbeli
érméket. Egy mérés eredményét 0-val jeloljiikk, ha a bal oldali serpeny6 a stulyosabb, 1-gyel, ha a serpenyék egyenld
stlytak, és 2-vel, ha a jobb oldali serpenyd a nehezebb (lasd a 2. abrat). Az i-edik mérés eredményét k;-vel jeloljik.
A ki, ko, ..., ky szamjegyekbdl elkészitjik k = kq, ko, ..., k, jelet.
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Allitjuk, hogy k a hamis F érme jele, mégpedig, ha k jobb oldali jel, akkor F kénnyebb a t&bbinél, és ha k bal
oldali jel, akkor F' nehezebb a tobbi érménél. Valoéban, nézziik, mi torténik, amikor végrehajtjuk az i-edik mérést. A
mérés eredményeképpen a serpenySk vagy egyensilyban vannak, vagy valamelyik nehezebb.

Ha a serpenydk egyenstlyban vannak, a hamis érme egyikben sincs, kovetkezésképpen az M (i, 1) halmazban van.
De ebbdl kovetkezik, hogy a bal oldali (és a jobb oldali) jelében az i-edik helyen 1 &ll, amit a mérés eredménye, k; = 1
is mutat.

Ha valamelyik serpenyd lesiillyed, a hamis érme az egyik serpeny6ben van. Tegyiik fel példaul, hogy, a jobb oldali
serpeny$ a nehezebb, azaz k; = 2. Ez az eredmény kétféleképpen kovetkezhet be:

— a hamis érme a jobb oldali serpeny&ben van (és ekkor nehezebb a tébbinél), azaz az M (i, 2) halmazba esik, a
jobb oldali jelében az i-edik helyen 2-es all. Tehat a mérés eredménye megegyezik a jobb oldali jelének i-edik jegyével;

— a hamis érme a bal oldali serpeny6ben van, és ekkor konnyebb a tébbinél, azaz az M (i, 0) halmazba esik. Tehat
a jobb oldali jelének i-edik jegye 0, és a mérés eredménye megegyezik a bal oldali jelének i-edik jegyével.

Teljesen hasonlo a ,szimmetrikus” eset, amikor a bal oldali serpeny6 a nehezebb (k; = 0).

Igy valoban a méréssorozat eredményébdl adodoé k = kq, ko, ..., k, jel a hamis érme jele, éspedig nehezebb érme
esetén a jobb oldali, kénnyebb érme esetén a bal oldali jel, amit bizonyitanunk kellett.

2Bizonyitsuk be, hogy ez valoban jel, azaz ki, ..., kn nem mind egyforma.



Erdemes megjegyezni, hogy a hamis érme tipusat rendszerint az Gsszes mérés elvégzése el6tt megkapjuk — amint a
k jel osszeéllitasaban két kiillonboz6 szamjegyet kapunk.

A leirt moédszer fontos jellemzdje — ahogyan azt kordbban méar emlitettiik —, az a koriilmény, hogy a mérésekhez
kivalasztott érmék nem fiiggenek a megel6z6 mérések eredményétsl. Példaul 12 érme esetén, melyeket a tablazatnak
megfelelGen jeloltiink meg, elegendd a kévetkezd harom mérést elvégezni: (1, 4, 7, 10)— (3, 6, 9, 12), (3, 6, 9, 10) —
(2, 5,18, 12), (3, 4, 8, 12) — (2, 6, 7, 11).

1
Midsodik rész. Roviden vazoljuk Dyson modszerét az m < =(3" — 3) esetre. Ha ebben az esetben az érmékhez

megfelel6 modon tudunk jeleket rendelni, akkor az M (i, 0) és M (i, 2) halmazokban egyforma sok érmének kell lennie.
Ezért a kovetkezoket tessziik. Osszuk a jeleket hatos csoportokba: egy csoportba azok a jobb oldali jelek tartozzanak,
amelyek egymasbol a jelek ciklikus cseréjével (0 — 1, 1 — 2, 2 — 0) kaphatok, a baloldali parjukkal egytitt.

Minden csoportba harom jobb oldali és harom baloldali jel tartozik. Azt a csoportot, amely a 00...01, 11...12 és
a 22...20 jobb oldali jeleket tartalmazza, kiilonlegesen kezeljiik. Osszuk az érméket harmas csoportokba mindaddig,
amig ez lehetséges, és adjunk nekik jeleket a kovetkez6 médon. Egy csoportba tartoz6 érméknek egy csoportba tartozé
jelparokat adjunk, a maradéknak pedig — ha egyaltalan volt — a kiilénleges csoportbdl rendeljiink jelparokat. Ha egy
érme maradt ki, akkor az 11...12 jobb oldali jelet kapja, ha ketts, akkor a 00...01 és a 22...20 jobb oldali jeleket
kapjék (és a megfelel6 bal oldaliakat is).

Ezekkel a jelekkel az els6 n — 1 mérés a régi modszer szerint végezhets. Azt, hogy az utolsé mérés mi legyen,
mindenki 6nalléan kigondolhatja.

Ezzel Dyson moédszerét leirtuk. Most megmutatjuk, hogy ez, meghatarozott értelemben, a lehets legjobb. Ponto-
sabban szélva megmutatjuk, hogy ha m érme koziil n méréssel ki tudjuk valasztani a hamisat, és meg tudjuk mondani
a tipusat, akkor 2m < 3" — 3 (Természetesen nem vessziik figyelembe a ,szerencsés” eseteket: tetszleges szamu érme
koziil mar két méréssel megkaphatjuk a hamisat.)

Szamozzuk meg az érméket az 1-t61 m-ig terjeds szamokkal, és készitsiink el 2m papirlapot. Irjuk ezekre az osszes
lehetséges esetet: az egyes érme kdnnyebb, az egyes érme nehezebb, a kettes érme kénnyebb stb. Vilagos, hogy ehhez
mind a 2m papirlapot felhasznaltuk, és egyetlen eset sem maradt ki. Jeloljiik, ahogyan azt korabban tettiik, egy mérés
eredményét a 0, 1 vagy 2 szamjeggyel. Mindegyik mérés azt adja meg, hogy az elképzelhetd esetek egyik része nem
johet eld, mig méasik része tovabbra is gyantis marad. Nézziik az els6 mérést. Anélkiil, hogy azt valoban végrehajtanank,
irjuk mindegyik lapra az elsé mérés végeredményét, feltéve, hogy a papirlapon all a gyanusitott. Vilagos, hogy minden
papirlapra a 0, 1, 2 szdmjegyek koziil pontosan az egyik keriil. Ily modon a papirlapokat harom csoportra osztottuk.
Tehat a legnagyobb elemszamu csoportban legalabb 2m /3 lap van. Kovetkezésképp barhogy is szerveztiik meg az els6
meérést, el6fordulhat, hogy utana még legalabb 2m/3 lap tartalmaz gyantsithato esetet.

Hasonlé médon a masodik mérés a gyanusitottaknak ezt a csoportjat hdrom részcsoportra osztja. Ezért koziiliik
a legnagyobb elemszamu legalabb 2m /9 lapot tartalmaz. Pontosan ugyanigy, n mérés utan 2m/3" gyanis papirlapot
kaphatunk az egyik csoportban. Tehat ha 2m /3™ > 1, akkor a hamis érmét és tipusat altaldban n méréssel nem lehet
megallapitani. Ezért ha n mérés elegendd, akkor 2m < 3".

De ezzel még nem vagyunk készen! Még nem vizsgaltuk meg a 2m = 3" — 1 esetet (2m péros szam, tehat nem
egyenld sem (3n — 2)-vel, sem 3"-nel). Erre a fonti meggondolas nem elegendd. Forditsunk egy kicsit tobb figyelmet az
els6 mérésre. Vilagos, hogy ugyanannyi papirlapra keriil a 0 szdmjegy, mint ahanyra a 2 szamjegy. Legyen ezek szama
kiilon-kiilon p, ebbél addédik, hogy 2m — 2p lapra keriil 1-es.

Figyeljiik meg, hogy p paros szam. Valoban, ha a bal és jobb oldali serpeny6be is k érme keriilt, akkor p = 2k. Ha
akéar p, akar (2m — 2p) nagyobb, mint 3" !, akkor a keresett papirlap meghatarozasihoz a megmaradt (n — 1) mérés
nem feltétleniil lesz elegends. Ha pedig p = 2k < 3"~ ! és 2m — 2p < 3"7!, akkor, mivel 3"~ ! paratlan, p < 3" ! —1,
és 2m —2p < 3" 1 — 1, Tehat 2m = (2m —2p) +2p < 3" 1 —142(3" 1 —1) = 3" — 3, igy ha n mérés elegendd, akkor
2m < 3" — 3.



