Megoldas. a) Legyen a (2) alakban elgéllitandé n-ed foka polinom
(3) pn(x):a0—|—a13:—|—...—l—akajk—l—...—l—anx",

ahol a,, # 0, és az aj egylitthatok (k = 0,1,...,n) valés szamok. Elég bizonyitani az allitast az z* hatvanyokra
(k = 1,2,...,n), ,egytagd” polinomokra, mert ebbdl kivetkezik az apx’-ra is, valamint az ilyen elGallitasoknak és
az ag szamnak (3) Osszegére is, hiszen polinom konstansszorosa, valamint polinomok Gsszege is polinom. Azt akarjuk
tehat belatni, hogy minden k& = 1,2,...,n-hez vannak olyan ¢; (i = 1,2,...,k) valés szamok, amelyekkel

(4) 2F = cpx®™ + 12D 4+ ez,

Természetesen latjuk, hogy minden ) maga is polinom.
Teljes indukcidval bizonyitunk.
k=1re z = T, azaz T = .

k = 2-re )
=) 2
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az allitas helyes. Foltéve marmost, hogy valamely k természetes szamro6l mar tudjuk, hogy az i =1,2,..., k—1 szamok
mindegyikére z° elGallithato 2™V, 23 ..., 2(D-b6l a (2) alakban, ezeket a kifejezéseket behelyettesitve zF-nak az
L) _ xz—=1)-...-(x—k+1)

1-2-...-k

-bol adodo

2" =kl 2® fdp 2P+t diz

kifejezésébe, ahol — mint latjuk — dx_1,dk_2, ..., d1 egész szamok, a kivant (4)-et kapjuk. Ezzel a feladat elsé allitasat
bebizonyitottuk.
b) Megmutatjuk, hogy ha = egész szam, akkor minden (egész) n-re 2™ egész szam. Valoban

ha még 0 < z < n, akkor z — n+1 <0, tehat z(™

szamlalojaban elsfordul a 0 tényezs, és emiatt (™ = 0, egész szam;
ha z = n, akkor z(™) = (I
n
ha pedig < 0, akkor a szamlal6 minden egyes tényez6jébdl (—1)-et kiemelve, a maradé tényezsk (—x)-t6l egyesével
nének (—z + n — 1)-ig, és ezeért,

2 = (—1)" (” -t 1) [és itt (—z — 1) = 0];

n

mérpedig a binomislis egyiitthatok egész szamok[] Eszerint ha a (3) polinom (2) atalakitdsaban minden b; (i =
0,1,...,n) egész, akkor minden egész = helyen p,,(x) egész szam.

Forditva azt kell megmutatnunk, hogy ha p, (x) minden egész helyen egész értéket vesz fel, akkor (2) atalakitasaban
minden b; egész szam. Valoban

pn(0) a fOlteves szerint egész, masrészt az atalakitasbol p,,(0) = by, tehat by egész;

pn(1) egész, masrészt pn(1) = by + by ugyanis k = 2,3,...,n mellett 2 tartalmazza az (x — 1) tényezét —,
ennélfogva b is egész;

2 2
Dn(2) egész, masrészt p,(2) = by + b1 + ( ) + by (2) = by + 2b1 + bo, ugyanis k = 3, ..., n mellett 2® tartalmazza

1
az (z — 2) tényezst; igy pedig by is egész.

Es ha mar a bo, b1, be, ...,b;—1 (i < n) egylitthatokrol igy egymaés utan belattuk, hogy egészek, akkor b; egész volta
abbol kovetkezik, hogy a foltevés szerint

pn(i)_b0+b1<i> +b2<;> +...+bi1<i_i1> +b<z>

egész, és itt b; egylitthatoja 1. — Ezzel a bizonyitast befejestiik.
Balla Ldaszlé (Miskolc, Foldes F. Gimn., IV. o. t.)

!Lasd pl. a kdvetkezS cikkiinkben: Pdlya Gyérgy: Gauss-féle binomialis egyiitthatok, L. rész., K. M. L. 45. (1972) 97-102. old., ponto-
sabban a 99. oldalon.



Megjegyzések. 1. Azt az eljarast, ahogyan a b; egyiitthatok egész voltat bizonyitottuk, felhasznélhatjuk az a) részben

egymas utani kiszamitasukra is (akkor is, ha nem egészek). Ekkor természetesen p,,(0), pn (1), pn(2), ... értékét ki kell
frnunk, mint az ag, aq, ..., a, eredeti egylitthatok kifejezéseit. Pl. n = 3 esetében
p3(0) = ap = bo;

p3(1) = ao+ a1 +az +asz = bo + by,

és innen
b1 = a1 + as + as;
p3(2) = ap + 2a1 + 4as + 8as = by + 2b1 + by, innen
by = (2(11 + 4as + 8(13) — 2(@1 +as + a3) = 2a9 + 6as;
végiil

P3 (3) = ag + 3a1 + 9as + 27a3 = by + 3b1 + 3by + b3-bol
b3 = 6(13.
2. Az érkezett megoldasok nagy része az a) rész bizonyitasdban jart el az el6bbiek szerint. Ez csak annyibol

kifogasolhato, hogy nehézkes, enyhitsiik igy: a fenti modon a munka jelentds része megtakarithaté. Jo, ha kiilonbséget
tesziink egy tétel bizonyitasa és gyakorlati alkalmazasa, a nyujtott lehetéség végrehajtasa kozott.



