1. A tokéletes szamokrol Erdds—Surdnyi: Valogatott fejezetek a szamelméletbdl cimii konyvének (Tankonyvkiado,
1960) 202. oldalan ez all:

»A régi népeknél gyakran talalkozunk azzal, hogy egyes szamoknak magikus er6t tulajdonitanak. Egy—két szeren-
csés és szerencsétlen szamot ma is szdmon tartanak a babondk kozt. A pythagorasi iskola meg éppen tudoméanyos
programul tiizte ki, hogy mindent a szdmokbo6l magyarazzon meg. Egy szam valodi osztéit a szam részeinek tekintet-
ték, igy is nevezték; igy érthetd, hogy kiilonleges jelent&séget tulajdonitottak azoknak a szdmoknak, melyek részeikbél
Ujra visszanyerhetdk, azaz amelyek megegyeznek részeik (valodi osztoik) Gsszegével. Ezeket a harmonia kifejezGjének
tekintették (hasonloan, mint a szabalyos testeket a geometridban). Ezt az elnevezésiik: tokéletes szdm, is mutatja.

Euklidesz-nél olvashatjuk, de valoszintleg mar korabban is ismert volt, hogy a 2"~ (2™ —1) alaku szamok tokéletes
szamok, ha (2" — 1) primszam. 2000 évvel kés6bb Euler-nek sikeriilt megmutatnia, hogy a paros szamok koziil csak
az ilyen alaktak tokéletes szamok. Hogy vannak-e paratlan tokéletes szamok vagy sem, azt mind ez ideig nem sikertilt
eldonteni."

2. Ha szokés szerint o(n)-nel jeloljik n pozitiv osztonak Gsszegét, a tokéletesség feltételéiil a
a(n) =2n
egyenletet kapjuk, hiszen o(n)-ben n oszto6i kozott maga n is szerepel. Példaul a 22(2% — 1) = 28 szam tokéletes, mert
o(28)=142+4+7+14+28=2-28.
Suryanarayana (India) az Elemente der Mathematik cimi folyoirat 1969. évi 1. szdmaban a
o(o(n)) =2n

egyenletnek eleget tevd szamokat nagyon tikéletes szdimoknak nevezte el, és megkérdezte, melyek a nagyon tokéletes
szamok. Példaul az n = 16 szam nagyon tokéletes, hiszen

o(16) =1+2+4+8+16 =31

és
o(0(16)) =c(31) =1+31=2-16.

Koénnyen lathato, hogy altalaban ha 2% — 1 primszam, akkor n = 2F~1 nagyon tokéletes, hiszen

o =142+ 42 =2k _1
és o2 —1)=1+(2"-1)=2"

3. Ennél azonban sokkal tobb is igaz: egy pdros szdm csak akkor lehet nagyon tokéletes, ha 28! alaki olyan k

kitevd mellett, melyre 28 — 1 primszdm. (Tehat a paros szamok korében minden nagyon tokéletes szam mogott egy
tokéletes szam 4ll.)

Elgszor belatjuk, hogy nagyon tokéletes paros szdmnak nem lehet paratlan osztoja.

Legyen ugyanis n paros és nagyon tokéletes, vagyis legyen n = 2871 ¢, ahol k > 2 és ¢ paratlan. Ha ¢ oszt6i az
l=q¢ < q <...<qgmn = qszamok, akkor n osztéi a kovetkezs csoportok valamelyikébe tartoznak:

q 08zt o qi, Q2, -y Qm, ezek Osszege o(q);
2q  még nem emlitett

0szto1 2q1, 2q2, ..., 2Gm, ezek Osszege 20(q);
4q  még nem emlitett

08zt061 4q1, 4qa, ..., 4qm ezek Osszege 40(q);

2F=1¢ még nem emlitett
0szt01 2k =1gy, 2" gy, .., 287 g, ezek Gsszege 287 1o(q).

Tehat o(n) = o(2"No(q) = (2¥ — 1)o(q). Ha ¢ > 1, akkor az N = (2¥ — 1) 0(q) szamnak az 1, o(q), N szamok
kiilonboz6 pozitiv osztoi, emiatt o (0(n)) = o(N) > 1+0(q) + N = 1 +2%a(q) > 1+2%g > 2n, hiszen ha ¢ > 1, akkor
o(q) > 1+ q > q. Ezzel belattuk, hogy ha ¢ > 1, akkor n nem lehet nagyon tokéletes, vagyis nagyon tokéletes paros
szamnak nem lehet péaratlan valodi osztoja.

Tehét a paros ,nagyon tokéletes szamok” csak ketté hatvanyai lehetnek. Ha n = 2871 ekkor o(2¥71) =14+ 2 +
.4 281 = 9F _ 1 Egzek koziil azonban csak azok lesznek valoban ,hagyon tokeéletesek”, amelyekre 0(0(2k_1)) =
0(2’“ -1)=2- oF=1 = 9% Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha 2¥ — 1 primszam. Ezt akartuk bizonyitani.

4. H. J. Kanold (NSZK) az Elemente der Mathematik 1969. évi 3. szamaban bebizonyitotta, hogy a pdratian
nagyon tokéletes szamok csak négyzetszamok lehetnek.
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Legyen n torzstényezGs felbontasa n = p{'p3*...py*, ahol p; < p2 < ... < pi. Ekkor ismert, hogy n osztéinak
Osszege

(1) on)=04+pi+...+p") ... -(L+pp+ ...+ ")
Legyen o(n) torzstényezds felbontasa: o(n) = qf1q§2 ...qlﬁl, ahol q1 < g2 < ... < q. Igy tehat o(o(n)) =1 +aq +
et ) g+ g =20 D).

Ha n paratlan és nem négyzetszam, akkor minden p; is paratlan és az ay, ag, . .., ay kitevk kozott is lesz paratlan

egész; ezért valamelyik i-re (14 p; + ... + p;") péaros sok paratlan szam Osszege. Emiatt o(n) paros lesz, legkisebb
primosztdja a 2, azaz

(2) q=2.
Mivel p; a o(c(n)) felbontasaban is szerepel primtényezéként, ezért
pr<14+2+4...420 =oh+l_1

A nagyon tokéletes szamok definicioja szerint o (o (n)) = 2n, ezért

220(0(71)):0(0(71)).0(71): ltg+...+aq .1—|—ql—|—...+qlﬁl
n on n qlﬁl qfl
(1+p1+...—|—p?1. .1+pk+...+pgk>>
e 7 >

1 1 1 1
> 1+—++T 1+ —4+...+ a1 >
q1 qrt D1 Dy

Sty 4+ 2 (e L)
> s+t o )=

o 281+1 _ 1 ( N 1 ) B 281+1 _ 1 2B81+1

= 9hk 9B+l _ 1) 981 9B+l _1 2.

(Az egyenl6tlenségek teljesiilnek, hiszen 1-nél nagyobb tényezSket hagytunk el, és bebizonyitottuk, hogy p1 <
oMt _ 1.) A kapott egyenl@ség csak akkor lehetséges, ha k=1=1, a1 =1, p; = Pl Igy n-re, ha az paratlan
és nem négyzetszam, teljesiil n = p1, o(n) = 1+ py = 27 o(a(n)) =20 — 1.

Mésrészt a definicio szerint o (o(n)) = 2n = 2p1. A nyilvanvalo ellentmondés (péros szam egyenl egy paratlannal)
mutatja, hogy a ,nagyon tokéletes” paratlan szam csak négyzetszam lehet.

5. Végil megmutatjuk, hogy pdratlan primszdm négyzete nem lehet nagyon tokéletes szam.

Ha ugyanis n = p? (p pératlan prim), akkor o(n) =1+ p + p?, n tehat akkor lenne ,nagyon tokéletes szam”, ha
o(o((n)) =o(1 +p+p*) = 2p? teljesiilne. Bontsuk o(n)-t torzstényezok szorzatara, legyen 1+p+p® = pJ'ps? ... po*.
(Mivel p(p+ 1) + 1 paratlan szam, a torzstényezss felbontésban csak paratlan primek szerepelhetnek.) o(n) osztoinak
Osszege:

olom) =0 +pi+...+pf")A+p2+...+052) ... (L+pr+...+pp*) =
a+1

R O it B it QP
p—1 pe—1 7 pp—1 '
egész egész egész
> 2 > 2 > 2

2p?-t nem lehet kett6nél tobb olyan tényezd szorzatara bontani, amelyek mindegyike nagyobb 2-nél, ebbél kivetkezdéen
k<2

I. eset, ha k= 1.
Ekkor o(n) = 1+ p +p? = p{.

Innen
(1) PP =pi(1+p+p?)
és +1
P(fq —1 2
olo(n)) = —— = 2p~,
(o(n)) P p

igy helyettesitve (1)-et és atrendezve p; (1 + p 4 p?) — 1 = 2p*(p1 — 1), ahonnan

p1—1=p(p-p1—2p—p1).



A jobb oldal oszthat6 p-vel, tehat p; p-vel osztva 1-et ad maradékul. Mivel p; > 2, ebbdl adédik, hogy p1 > p + 1.

Igy azonban a p? > (p+ 1)? > p* + p+ 1 = p{"* egyenlStlenség miatt oy = 1.
Ekkor o(n) = p* +p+1=p1, o(0(n)) = o(p1) = 1+ p1.

Tehat ha n nagyon tokéletes, 1+ p, = 2p?, az el6bbiek szerint pedig
P +p+2=2p"

Ennek az egyenletnek a gyokei p = —1 és p = 2, ami ellentmond annak a feltételiinknek, hogy p paratlan prim.

II. eset, ha k = 2.
Ekkor o(n) = p* + p+ 1 = p{" p3?, osztéinak Ssszege

olom) =0 +pi+...+p")1+p2+...+p52) =

IV S S
p—1 p—1
egész egész
> 2 > 2

Két 2-nél nagyobb egész szam szorzata csak akkor lehet 2p? (p paratlan prim), ha az egyik p-vel, a méasik 2p-vel
egyenld. Legyen példaul

a+1 as+1
-1 -1
! =P, P2 = 2197
p1—1 p2—1
vagyis
P =1 =p(p1 — 1) és pg>*' — 1 =2p(py — 1).

Ezekbdl kovetkezik, hogy p-vel osztva p$* ™t és p5>T! is 1-et ad maradékul.

A két utobbi egyenlGség szorzata:
PP = p T = pet T 4 1 =202 (p1 — 1)(p2 — 1),
Mivel o(n) = p? +p+ 1 = pS'p5?, ebbél azt kapjuk, hogy
pip2(p® +p+1) =2p°(p1 — 1)(p2 — 1) +p7* ! +p32+ — 1.
Mindkét oldalbol 1-et elvéve:

pipep(p+ 1) + pip2 — 1 =2p*(p1 — 1)(p2 — 1)+
+P T =)+ (52t = 1) =2 (p1 — D(p2 — 1) + p(p1 — 1) + 2p(p2 — 1).
Igy vilagosan latszik, hogy p osztéja (p1p2 — 1)-nek, tehat pips > p + 1. Ekkor pip3 > (p+ 1) > p? +p+ 1 = p{'p5?

folytan «y és ag koziil legalabb az egyik 1.
Ha oy = 1, n = 2p?, akkor o(n) = p? + p+ 1 = p1p3?,

2 as+1
-1 -1
- p és Par = _ 2p.
p1—1 p2—1

Ebbdl p; + 1 = p kivetkezik, ami viszont ellentmond annak a kiindul6 feltételiinknek, hogy p és p; paratlan primek.
Ha ap = 1, n = 2p?, akkor o(n) = p* + p+ 1 = p{"' po,

al+1_1 2_1
Bl — oy e 229
p1—1 p2 —1

tehat pe + 1 = 2p, azaz ps = 2p — 1. Igy o(n) =p® + p+ 1 = p*(2p — 1), vagyis
do(n) =(2p—1)2p+3) +7=4p" (2p — 1).

Emiatt 7 oszthato (2p — 1)-gyel, p tehéat osztoja 4-nek. Kiindulo feltételiink szerint azonban p pozitiv, paratlan prim,
igy nem lehet 4-nek osztdja. Ezzel belattuk, hogy paratlan primszamok négyzete nem lehet nagyon tokéletes szam.

6. A fentiekhez hasonlo tton Suryanarayana (Elemente der Mathematik, 1973. 6.) még azt is bizonyitotta, hogy a
pdratlan nagyon tokéletes szamok nem lehetnek egy primszdmnak pdros hatvanyai sem. Annak ellenére, hogy sok ilyen
részleteredmény ismert, még eldontetlen kérdés, hogy vannak-e egyaltalan paratlan nagyon tokéletes szamok.



