Ez a beszamol6 arroél szol, hogyan oldottunk meg a Szamitdstechnikai Koordindcids Intézetben egy egész szamokkal
kapcsolatos feladatot. Az eredményt a gépkocsikra, hajokra és vonatokra felszerelt ultrarévid hullama radié ado-vevk
frekvencidinak megvélasztasidban hasznositjak. Hogy elmondhassuk, milyen leckét adtak fel szamitokdzpontunknak a
Magyar Posta mérnckei, egy kis matematikai és mtszaki bevezetére van sziikség.

A feladat

Tekintsiik a szimegyenes egész értéki pontjait. Jeloljink ki koztik n darabot (a1, az, ..., ay) gy, hogy az dltaluk

n(n—1)
2

A szamelméletben 40 éve foglalkoznak azzal a kérdéssel, hogyan adhat6é meg olyan moédszer, amellyel elég ,strd”,
ilyen tulajdonsagu véges sorozatok készithetdk, tehdt ahol az a,, — a1 kiilonbség lehetSleg kicsi. A matematikusok, akik
foleg a primszamok tulajdonsigaira tamaszkodtak konstrukcioikban (lasd késébb az 1. feladatot) valoszintleg nem is
sejtették, hogy az ilyen sorozatoknak nagy szerepiik van a radidézasban.

Legyenek ugyanis valamilyen ¢ valés szdmmal a ¢- a1, ¢- a2, ..., c-ay, értékek egyazon helyrél, pl. adétoronybol
egyidejtleg sugarzott URH-adasok frekvenciai. Ha az a; szdmoknak megvan a mondott tulajdonsaguk, az adéas hall-
gatoi megmenekiilnek egy kellemetlen zavarastol, az tn. ,harmadrendd intermodulaciotol”. Tehat a jo vétel sziikséges
feltétele, hogy

alkotott szakaszok | dsszesen damb) kiilonbozd hosszusdaguak legyenek.

(a) a; —a; # a; — aj,

teljesiiljon az olyan i, j, k, | szdmnégyesekre, amelyekre 1 < i < 7 <n; 1 <k <[ <n,kivetvehai =k és j =1
egyszerre teljesiil.

Ha ezek valamelyik négy frekvenciara nem allnanak fenn, akkor a négy adas mindegyikét zavarné a mésik harom. [A
miiszakiak akkor is harmadrendd intermodulaciorol beszélnek, ha az (a) képletben pl. j = k, azaz a zavar6 frekvenciak
szama csak kettd.

Szamitogéppel ilyen frekvenciasorokat késziteni nem nehéz. A mi feladatunk azonban az volt, hogy egyszerre 7 ado
frekvenciait adjuk meg harmadrendd intermoduléaciétél mentesen, minden adéhoz 8 frekvenciat, méghozza agy, hogy
az igy kapott 56 szamot nagysag szerint sorba rendezve a szomszédosok kozotti kiilonbség ugyanaz a ¢ allandoé legyen.
(Az 55 - ¢ szélességi frekvenciatartomanyban igy fér el a lehets legtobb frekvencia.)

A szamegyeneshez visszatérve, a probléma igy fogalmazhato at: 1-t6l 56-ig 7 szinnel kell kiszinezniink az egész értéki
pontokat. Minden szinnel 8 pontot, mégpedig gy, hogy az ezek &ltal alkotott 28 tavolsag kiilonbozzék egymastol.
Mindehhez jon még két kovetelmény: a fenti tavolsdgoknak 1-nél hatarozottan nagyobbnak és 41-nél hatarozottan
kisebbnek kell lenniiik. Tehat ha a; és a; egyszintek, akkor

(b) 1 <lai — aj;
(c) la; — a;] < 41.

Ezek a korlatozasok az adok miiszaki jellemzs6ibdl fakadtak. A (b) feltétel pl. azért kellett, mert szomszédos frekvencidk
kozott esetleg athallas” 1éphet fel.

Kezdeti prébalkozasok. Elméleti iton nem megy

Nyomozni kezdtiink a szakirodalomban, hatha tisztdn matematikai mddszerekkel célhoz ériink. Matematikus talal-
kozokon, hasonlé téméaji szeminariumokon feladtuk a problémat. Kideriilt, hogy nagyon sok hasonlé strukturat lehet
algebrai modszerekkel létrehozni, de teljes megoldés sem a konyvekbdl, sem matematikus tarsainktol nem jott. Az ilyen
remények meghiasulasaval helyzetiink egyre jobban hasonlitott a hagyomanyos mérndki kiindul6ponthoz: a feladatot a
rendelkezésre all6 eszkozokkel kell megoldani, és ha ez nem megy, akkor a megrendelével folytatott ,,alku” sordn addig
kell enyhiteni a feltételeken, amig azok teljesithetGkké nem valnak. Munkank konkrét feltételei kozé tartozott az idé
is, kétféle értelemben. Egyrészt a frekvenciakiosztast hataridére meg kellett csindlni, mésrészt {igyelniink kellett arra,
hogy ha szamitogépes programot irunk — és ez elkeriilhetetlennek latszott — , akkor a futasi idGvel aranyosan fogy a
rendelkezésre all6 pénz.

A szamitdégép keres, de semmit sem talal: til szigoriak a feltételek

A tovabbiakban végig tablazatként lesz sz6 a kivant frekvenciakiosztasrol, mert szamitogépiink az ugyanahhoz az
adohoz tartozo (,egyszini”) szamokat egy sorba irta, és a sorokat egymaés ald helyezve kereste a megoldast. A keresést
itt majdnem szé szerint kell érteni, mert az eljards, amit végiil is valasztottunk, olyan volt, mint amikor valaki egy
szénakazalban akar megtalalni egy tiit és ehhez finom miszere, pl. magneses fémkeresGje van.

El6szor is elkészitettiik az Osszes lehetséges ,,j0” sort, vagyis azokat a 8 elemii sorokat, amelyekre teljesiilnek az (a),
(b), (c) feltételek, és elemeik 1 és 56 kozé esnek. Osszesen 904 ilyen sor van. Néhany példa:

1 4 9 15 19 31 38 40
7 11 17 30 33 38 45 47

Ezutan kozos elem nélkiili jo sorokbol elkezdtiink felépiteni egy tablazatot. Amikor méar nem volt készletiinkben
olyan sor, amit hozzatehettiink volna résztablazatunkhoz, akkor ebbél elhagytuk az utolséd sort, hatha helyette kettGt



vagy tobbet illeszthetiink oda. Néhéany tizezerszer megismételtettiik a géppel ezt a miveletet, mely a tablazatot hol
novelte, hol fogyasztotta. A kiirt résztablazatok nagysidganak megoszlasa kiabrandité volt: legtobbszor mar két sor
utdn sem lehetett folytatni a novelést, és oriiltlink, hogy sok draga gépidé felhasznédlasa utan a kevés haromsoros
mellé szerencsésen kijott egy négysoros. Azt sejtettiik — de ezt bizonyitani ma sem tudjuk —, hogy ez a statisztikusan
megnyilvanul6 sikertelenség sziikségszerd: nincs olyan tablazat, amelynek sorai az (a), (b), (c) feltételeket kielégitik. A
baj gyokerét abban lattuk, hogy a (c) feltételben levs korlat tul kicsi volt, igy a szimegyenesen az ,egyszini” pontoktol
akkora strtiséget koveteltiink, amit mar nem lehetett teljesiteni.

Amikor ezt megrendelGinknek megmondtuk, kideriilt, hogy a legnagyobb és legkisebb sorelem kiilonbségét feliilrsl
korlatozo szamot a miszaki irodalom tal évatos adataibol vették at. Eppen ekkor folytak azok a mérések, amikbol
pontosan meg akartak tudni, legfeljebb mennyi lehet az adoknak ez a miszaki jellemzGje, amit atkapcsolasi savszéles-
ségnek hivnak. Szerencsénk volt. A méréssorozat a 41-es felsg korlatot 50-re engedte emelni. Tehat az egy sorban levs
a; €S aj-re:

(d) la; — a;] < 50.
A Kkeresésnek is van matematikaja

Miel6tt ratérnénk arra, mit kezdtiink ezzel a varatlan ajandékkal, térjiink ki néhany széval a keresési stratégiakra.
Sok konyv és cikk foglalkozik a leggyorsabb, legolcsobb keresés modszereivel. Méas-mas eljarasokkal kell felkutatni
jatékokra (pl. sakk) beprogramozott szamitogépek segitségével a jo lépést; a kiilonb6z6 szempontok szerint tarolt
adatokat; tételbizonyité6 programokban a keresett levezetést. Megkonnyiti az attekintést, ha elkiilonitjik azokat a
feladatokat, ahol egy alaphalmaz valamilyen szempont szerinti legjobb elemét keressiik, azoktol a problémaktol, ahol
az alaphalmaz jo elemei koziil bdrmelyikre ,yadaszunk”. A mi esetiink az utébbi csoportba tartozik, tehat — djabb
hasonlattal élve nem egy ttikbdl 4ll6 halmaz leghegyesebb tdjét, hanem csak egy eléggé hegyes tiit keresiink. Mig az
el6bbi esetben erdfeszitésiink a tithalmaz méreteivel lenne aranyos, addig az utobbi feladatnal az alaphalmaz mérete
nem sorsdonté.

J6, hogy igy van ez, mert ha alaphalmaznak pl. az elsé 56 természetes szdm Osszes lehetséges felbontasét tekintenénk

(87
is legalabb 10%° évig tartana. (A komputerek szamolasi sebességének elvi felss korlatai vannak, pl. a fénysebesség
tulszarnyalhatatlansaga miatt.)

A keresés helyes modszere a mésodik esetben: viszonylag olcson felkutatni a tiihalmaz olyan részeit, ahol a kielé-
gitGen hegyes tiik nagyobb valdszintiséggel fordulnak els. Ezeken az ,jigéretes” részhalmazokon beliil aztan finomabb
eljarassal kellett folytatni a keresést.

7 darab 8 elemi részhalmazra, akkor e halmaz ~ 10*? elemének elallitasa még a leggyorsabb szamito gépeken

Moédszeres bolyongas a résztablazatok erdejében

Térjlink vissza a 7 x 8-as tablazathoz. Létrehoztunk néhany ezer, az (a), (b) és (d) feltételnek eleget tevs sort.
Ezekkel is lefuttattuk a kiilonb6z6 elemekbdl all6 sorokat egymaés ala valogato és a keletkezd résztéblazatot hullamokban
novels-csokkentd programot. Most mar nem volt ritka a négysoros résztablazat, és nagysokara Gsszejott egy hatsoros
is. Ezzel azonban a modszer ereje kimeriilt: hatalmas szerencse vagy sok szamitogépids (azaz tobb pénz) kellett volna
a teljes tablazat ilyen moédon valé megkereséséhez. Ezért a kovetkezd fokozatos finomitashoz folyamodtunk.

A jo 6 sorbol 4ll6 résztablazat elemeit egyenként kicseréltiik a maradék szamokbol all6 ,rossz” sor egy-egy elemével
az Osszes lehetséges moédon. Ha mindkét sor megjavult volna a csere hataséara, akkor a teljes tablazatot megkaptuk
volna. De a keresésnek ezen a még ,sokat markold” szintjén nem volt ekkora szerencsénk. Ha az egyik sorbél ,egy hijan jo
sort” sikeriilt csinalni, a masikbol pedig jo sort, akkor az egy szam hijan teljes tablazatot atadtuk egy részprogramnak,
a finoman keresének”, amir6l kés6bb lesz sz6. [Egy hijan jonak neveztiink egy 8 elemd sort, ha volt olyan 7 elemd
részhalmaza, ami eleget tett az (a), (b), (d) feltételeknek.] Minden esetben az elemeket visszatettiik eredeti helyiikre, és
vettiik a kovetkezd kicserélendd elempért. A menet kozben keletkezé 4j hatsorosakat kimentettiik, hogy késébb ezekbdl
kiindulva szamolhassunk. (Nehéz volt megszervezni, hogy ugyanaz a tablazat a cserélgetés folyaméan még egyszer vissza
ne térjen, azaz hogy elkeriiljiik a végtelen ciklust.)

Kozben figyeltiik a keresés hatékonysigat, amit a percenként megtalalt ,egy szam hijan teljes tablazatok” szaméaval
mértiink. Azt tapasztaltuk, hogy a hatékonysag tobbszorosére nétt, ha a jo és a rossz sor k6zott nem egy-egy, hanem
két-két elem cserélt helyet. A tovabbiakban ezzel az atalakitassal allitottuk el6 a ,finoman keresd” részprogram bemend
adatat, az egyre gyakrabban felbukkan6 ,egy hijan teljeseket”.

A finoman keres§” feladata szintén a rossz és jo sorok kozti egyenkénti elemcsere volt. Ezt agy szervesztiik, hogy
ha kozben kialakult egy 0j ,egy hijan teljes tablazat”, akkor a részprogram ezt is végigfésiilte, és csak akkor lépett
vissza ,anyatablazatdhoz”, ha ek6zben nem bukkant Gjabb ,egy hijan teljesre”. A szervezésben az ismert keresési elvet,
a fa el6szor mélységben valé bejarasat” alkalmaztuk. Olyan ez, mint amikor egy lombozatatol megfosztott fa dbrajat
a kovetkez6 modon rajzoljuk le:

A fa bejarasat a gyokérnél, 1-nél kezdjiik, azaz ceruzank az 1 ponttol indul. Menet kdzben nem emelkedhet fel
a papirrdl, és az elagazéasi pontok kivételével minden vonalon legfeljebb kétszer futhat végig. Az agak talalkozasi
pontjainak és végeinek az gy hijan teljes tablazatok” felelnek meg, maguk az adgak pedig az egyik ilyen tablazatot a
masikba alakité elemcserék szimbolumai. Az 1 pont a kiindul6 tédblazat megfelelGje.
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Célhoz ériink. Néhany sz6 a program futasi sebességérdl

Egy izgalmas éjszakai programfuttatas soran végre rank mosolygott egy teljes tablazat, és par perc milva még egy.
A finoman keres§” taldlta meg Gket. Ime az egyik:

1 5 14 20 34 36 41 44
2 9 13 18 21 31 46 48
3 8 19 25 33 40 43 52
4 12 16 22 37 42 51 53
6 10 27 30 32 39 45 55
7 11 24 26 29 35 49 56
15 17 23 28 38 47 50 54

Az allandoan moédositott program végsé formajaban kb. 500 FORTRAN nyelven irt utasitasbol allott. Futasi
sebességét ugy noveltiik, hogy a legtobbszor hivott programrészeket — pl. a sorok josagat ellenérzé VIZSGA szubrutint
— a géphez kozelebb allo ASSEMBLER, nyelven irtuk. (A VIZSGA-t olyan modszerekkel is gyorsitottuk, amelyek a 2.
feladatban szerepelnek.)

A tablazat keresése tobb honapon at tartd izgalmas jaték, szinte vadaszat volt. Azoknak a kedves olvaséinknak,
akik egészen idaig kovették beszamolonkat, sok hasonléan érdekes feladatot kivanunk!

A kovetkezGkben a problémahoz kapcsolodva kozliink néhany feladatot.

1. Erdds Pal és Turdn Pdl 1941-ben a kovetkezGképpen adtak meg az (a) kovetelményeket kielégits, egész szamokbol
allo sorozatot.

Han =p—1 ésp primszim, legyen a; = 2-p-i+r;, ahol r; az a maradék, amit i*>-nek p-vel vald osztdsakor kapunk
(i=1, 2, ..., p—1). Bizonyitsuk be, hogy a kapott sorozat rendelkezik a kivint tulajdonsdggal !

2. Edwards, Durkin és Green a kovetkezSképpen konstrualtak olyan egész szamokbol allé a1 < az < ... < ap
sorozatot, amire az (a) kovetelmény teljesiil, és amire D,, = a,, — a1 a lehetd legkisebb. El6zetes eredményekbdl (pl.
az 1. feladat tanulsagabol) tudtik, hogy D, < 2n?. Ezért

(1) Legyen D, = 2n? — 1.

(2) A D,, szamot felbontottdk n — 1 kilonbozd pozitiv egész dsszeadandora:
D,=dy+do+...+dp-1.

(3) Legyen
a1 =0 és
ai=d1+d2+...+di_1(i=2, 3, ..., TL)

(4) Az ay < a2 < ...<ay, sorozatra meguizsgdltdk, teljesil-e az (a) kikités.
(5) Ha igen, akkor D, -et eggyel csokkentették, és a (2) ponttdl folytattdk.

(6) Ha (4)-ben (a) nem teljesilt, akkor D, -nek megkeresték egy 1ij, eddig még nem vizsgdlt felbontdsdt n—1 kilonbézd
pozitiv egész szdm dsszegére. (Egy D, = di + do + ... + dp—1 felbontds akkor is ijnak szamit, ha az eléz6ktdl
csak elemeinek sorrendjében kilonbozik.) Ezekkel a d;-kkel folytattdk a szdmitdst a (3) ponttél. Ha nincs tobb ij
felbontas, akkor D,, a minimdlisndl eggyel kisebb, és vége.

Az eljards (4) pontjaban meg kell vizsgdlni, teljesilnek-e az (a) feltételek. Bizonyitsuk be, hogy ez bdrmely a1 < as <
... < ay sorozat esetében elvégezhetd gy, hogy legfeljebb (ni— 1) feltétel teljesiilését kelljen ellendrizni! Mutassuk ki,
hogy ez a felsd korldt akkor is érvényes, ha eljardsunk sordn csak azt vizsgdljuk, hogy az egyes (a)-beli nem-egyenldségek

két oldaldn levd mennyiségek egyenldk-e, de azt nem haszndljuk ki, melyikik a nagyobb.
n(n—1)
2

2
. logn(n -1)

Igazoljuk; hogy az (a) kikités teljesilésének vizsgdlatdhoz mdr osszehasonlitds is elegendd.

(Itt mar nem kerilhetd el a nagysdg szerinti sorbarendezés.)



