1. feladat. Az m ésn természetes szamokran > m > 1. Az1978™ valamint 1978™ tizes szamrendszerbeli alakjdban
az utolsé harom jegy sorrendben is megegyezik. Keressik meg azt az m-et és n-et, amelyre m +n a lehetd legkisebd !
(Kuba, 6 pont)

Megoldas. A feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha

(*) 1978™ — 1978™ = 1978™(1978" ™ — 1)

oszthatd 1000-rel, azaz ha oszthato kiilon-kiilon 8-cal és 125-tel is. Az n > m feltétel miatt (*) jobb oldalan a masodik
tényez6 paratlan, és igy 8-cal akkor és csak akkor oszthato, ha m > 3.

A 125-tel valo oszthatosaghoz vizsgaljuk elGszor 1978% utolso jegyét a = 1, 2, ... értékekre. Ezek rendre 8, 4, 2, 6, 8, 4, 2, 6, ...

azaz négyes periodust alkotnak. Igy 1978 — 1 akkor és csak akkor oszthat6 5-tel, ha a oszthaté 4-gyel. Az 19784 =
... 256° utolso ket szamjegye 0tos periddust alkot: 56, 36, 16, 96, 76, 56, 36, ... tehat 19784 — 1 pontosan akkor
oszthato 25-tel, ha b tobbszorose 5-nek. Veégiil 197820¢ = ... 256°° = ... 776° utols6 harom jegyét vizsgalva elGszor
c = 5 esetén kapunk 125-tel oszthaté végzddést.

Ez azt jelenti, hogy ha 1978" ™™ — 1 oszthatd 125-tel, akkor n — m értékének legalabb 100-nak kell lennie. Ezt az
el6z6 m > 3 feltétellel Gsszevetve azonnal lathato, hogy a keresett értékek m = 3 és n = 103.

Megjegyzés. A feladat megoldasahoz felhasznalhatjuk az tn. Euler-tételt: ha a és k relativ primek, és o(k)-val
jeloljiik a k-nal kisebb, k-hoz relativ prim egészek szamat, akkor a¥®) — 1 oszthat6 k-val. (Lasd példaul Molnar Emil:
Matematikai versenyfeladatok, 488. oldal.) Mivel p(125) = 100 és 1978 és 125 relativ primek, azért 1978199 —1 oszthato
125-tel. Ez azonban nem jelenti azt, hogy 100 a legkisebb ilyen kitevs, noha a feladat éppen a legkisebbet kérdezte.

2. feladat. Egy gomb belsejében adott eqy P pont. A gomb felszinén gy helyezkednek el az A, B, C pontok,
hogy PA, PB és PC pdronként merdlegesek eqymdsra. Leqgyen a PA, PB és PC dltal meghatdrozott téglinak P-vel
szemkozti csicsa Q. Mi a Q pontok mértani helye ¢ (USA, 7 pont.)

Megoldas. Elgszor egy konnyen igazolhat6 segédtételt mondunk ki: minden ABCD téglalapra és minden_)(nem
feltétleniil a téglalap sikjaban 16vs) O pontra OA% + OC? = OB? + OD?. Legyen ugyanis zﬁ =a, B? =b, OA=z
(al. dbra), ekkor ab = 0, hiszen a és b merélegesek. A bizonyitando allitas pedig az

x’+ (x+a+b)?=(x+a)’+ (x+b)?

azonossag atirasa.
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Térjiink ra a feladatra. Legyen az adott S gémb koézéppontja O, sugara r, az APBX téglalap negyedik cstcsa X
(2. dbra). A segédtételt az APBX, valamint PXQC téglalapokra alkalmazva kapjuk, hogy

OP? + 0X? = 0A® + OB?, OP? +0Q* =0X?+0C?,

ahonnan
0Q? = OA% + OB? + OC? — 20P? = 312 — 20P? = allando,

azaz a @ pont rajta van az O kozéppontu, r1 = v/ 3r2 — 20P2 > r sugartu S; gobmbon.



3. dbra

Megmutatjuk, hogy az S7 gébmb minden @) pontja hozzatartozik a mértani helyhez. Tekintsiik ugyanis az S gémb és
a PQ atmér6jd gomb metszésvonalat. Ennek az O PQ sikba es6 egyik pontja legyen C és QC P-t téglalappa kiegészit6
negyedik pont X (3. dbra). A segédtétel szerint OX? = 0Q? + OP? — OC? = 2r* — OP? > r?, azaz az X pont kiviil
van az S gémbon. Igy az X P atmérGji gémbnek valamint az S gombnek a P-ben C'P-re emelt meréleges sikban van
két kozos pontja: az egyik legyen B, az X BP-t téglalappé kiegészits negyedik csics A. Az AP, BP, C'P szakaszok
paronként merélegesek, az altaluk meghatarozott tégla negyedik cstcsa @), tovabba B és C' az S gombon van. Elegendd
tehat megmutatnunk, hogy A is S-en van. Ez viszont az

OA? = 0OX? +0OP? —OB? = (2r* — OP?*) + OP? - OB? = r*

Osszefiiggésbol kovetkezik.

Megjegyzés. Ha nem azt koveteljiik meg, hogy A, B és C egy gomb felszinén legyenek, hanem hogy rendre harom
egymassal koncentrikus gomb felszinén, a mértani hely tovabbra is egy gomb feliilete. A feladat tetszéleges dimenzioju
gémbokre, példaul sikra is &ltalanosithato.

3. feladat. A pozitiv egész szamok halmaza megegyezik az

(@), f2), s (), -} ésa {g(1), 9(2), ..., 9(n), ...}

diszjunkt halmazok egyesitésével, ahol

fH<f@)<...<f(n)<...,

g(l) <g(2)<...<g(n) <...,
és g(n) = f(f(n)) +1 mindenn >1—re.
Hatdrozzuk meg f(240) értékét! (Nagy-Britannia, 8 pont)

I. megoldas. Tekintsiik az 1 és g(n) kozti egész szamokat. Ezek mindegyike vagy f-nek vagy g-nek valamilyen

helyen felvett értékeként adodik ki. Mégpedig g értékeként n szam, g(1), g(2), ..., g(n); a g(n)—1= f(f(n)) alapjén
f eértékeként f(n) szam, f(1), f(2), ..., f(n). Ezzel minden 1 és g(n) kizti szamot pontosan egyszer kapunk meg,
tehat

*) g(n) = f(n) +n

Ebbsl adodik, hogy f(1) = 1 (hiszen vagy f(1)-nek vagy g(1)-nek kell 1-nek lennie és g(1) = f(1) + 1 > 1), innen
g(1) = 2. Hasonléan f(2) = 3 (hiszen g(2) = f(2) +2 > f(1) + 2 = 3). Ezek utan elkezdhetjiik kit6lteni az alabbi
tablazatot. Minden természetes szamnak pontosan egyszer kell benne szerepelnie. Igy ha a tablazatot valameddig mar
kitoltottiik, a kovetkezs oszlop ,,f soraba” a legkisebb, eddig még nem szerepld szamnak, ,,g soraba” pedig a (*) képlet
szerinti szdmnak kell keriilnie.

— |11 2[3/4|5|6|7|8|9(10|11|12|13|14|15|16/...|234|235|236|237|238|239|240

f |13 4]6|8|9(1112|14|16(17|19|21|22(24|25|. ..|378|380|381|383|385|386|388

g | 2| 5| 7|110{13|15|18|20|23|26|28|31|34|36|39|41|. . .|612|615|617|620(623(625|628

A tablazatbol leolvashato a végeredmeény: f(240) = 388.
II. megoldas. A (*) Osszefiiggés alapjan

(**) f(f(n)):f(n)+n—1.

Ebbdl f(3) = f(f(2)) =f(2)+2—-1=4, f(4) =4+3—-1=6, f(6) =9, f(9) = 14, f(14) = 22, f(22) = 35, f(35) = 56,
f(56) =90, és igy g(35) = 56+ 35 = 91. Mivel minden g(n) érték valamilyen f(k) érték rakovetkezGje, azért nem lehet



9(36) érteke 92, kovetkezéskeppen f(57) = 92. Innen f(92) = 92 + 56 = 148, £(148) = 239, f(239) = 386. Masrészt
9(148) = 239 + 148 = 387, ezért az el6bbi okoskodés alapjan f(240) = 388.

ITI. megoldas. Legyen ag =1, és apy1+1= f(an+1) (n=0, 1, 2, ...). Ekkor a; = 2 és a (**) képlet szerint
anyo+ 1= flany +1) = f(flan +1)) = anp1 + 14 an
azaz az {an} sorozat éppen a Fibonacci-sorozat. Teljes indukcidval megmutatjuk, hogy
(¥*%) flan+2) = ane1 + f(x) 1<z<an esetén.

Ehhez el6bb megjegyezziik, hogy f(y) értéke y-nal annyival tobb, ahdny ,,g” van 1 és f(y) kozott. Ennek értéke viszont
megegyezik a maximalis olyan m-mel, amelyre g(m) = f(f(m)) +1 < f(y), ami pontosan akkor ll, ha f(m) < y. Igy

flan+2) =an+2+m,

ahol m a legnagyobb olyan széam, amelyre f(m) < a,, + x.
Mivel f(apn—1+1) =an+1 < ap+zés flant1 +1) = anya +1 > an + @, azért a1 < m < anpqq1 és igy
alkalmazhatjuk az indukcios feltevést:

f(m) = f(an-—1+m—an-1) = any1(m — a,_1),

azaz m a legnagyobb olyan szam, amelyre f(m —a,—_1) < x. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy f(z) = x4+ (m —an—1),
vagyis

flap+2)=apn+x+m=a,+an—1+ f(x),
ahogyan azt allitottuk.

A teljes indukci6 befejezéséhez még (x * x)-ot példaul a = 1-re ellendrizni kell: f(a; +1) = a1 + f(1), s ez valéban
teljestil.

Végiil minden 1-nél nagyobb pozitiv szdm egyértelmien irhat6 fel 1+a;, +a;,+. .. alakban, ahol ¢; < ¢;4142, 7; > 0.
Ekkor (x * %) alapjan

fQ+a,+a,+...)=14aj+1+ ai41+ .-,
ami ismét indukciéval igazolhaté. Esetiinkben a Fibonacci-sorozat 240-nél kisebb tagjai: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144, 233, tovabba 240 =1+ 1454233, ésigy f(1+1+5+233) =1+ 2+ 8+ 377 = 388.

Megjegyzés. A megoldasokban feltételeztiik, hogy létezik a feltételeket kielégitG f és g fiiggvény. Annyit bizonyitot-
tunk, hogy ha létezik, akkor f(240) = 388 lehet csak. A megoldasokbol az is kideriilt, hogy legfeljebb egy ilyen f és ¢
fliggvény létezhet.

IV. megoldas. Legyen o = (V5 +1)/2, f(n) = [na] és g(n) = [na?]. Allitjuk, hogy f és g eleget tesz a feladat
Osszes feltételének. Igy (feltéve, hogy f és g egyeértelmien meghatarozott) f(240) = [240a] = [120v/5 + 120] = 388.

Elsszor is vilagos, hogy f és g szigortian monoton névekszik, hiszen oo > 1 és o > 1. Masrészt 1/a+ 1/042 =1, «
és o? irracionalis, és igy f és g értékkészlete minden egész szamot pontosan egyszer ad ki (lasd Skljarszkij—Csencov—
Jaglom: Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébél, 1. kotet, 108. feladat). Igy csak a

g(n) = f(f(n)) +1

Osszefiiggést kell igazolnunk. De g(n) # f (n)), hiszen f és g értékkészletének nincs kozos eleme. Masrészt [an] < an,
azaz

2

a>1eés1=a’—aalapjan az an < o+ [an] = a + (a® — a)[an] egyenlGtlenséget a-val osztva és atrendezve
PJ g &

n+ [an] < afan] + 1,
amibdl

g(n) = [o*n] = [(1 + a)n] =
=n+ [an] < [afon] +1] = f(f(n)) + 1.

4. feladat. Az ABC hdaromszégben AB = AC. Egy kér belilrdl érinti az ABC hdaromszog kéré irt kort, tovabbd az
AB oldalt a P, az AC oldalt a Q pontban. Bizonyitsuk be, hogy a PQ szakasz felezdpontja az ABC hdromszog beirt
kéorének kézéppontja. (USA, 5 pont).



4. dbra

Megoldas. Jeloljilkk az érinté kor kozéppontjat O-val, az érintési pontot T-vel, BC' felez6pontjat F-fel és PQ
felezSpontjat R-rel (4. dbra). Az abra szimmetridja folytan az A, R, O, F, T pontok mind rajta vannak a haromszog
szimmetriatengelyén. OP = OT, hiszen mindkett§ az érinté kor sugardval egyenld, ezért a hasonlo APO és ABT
derékszogt haromszogekbdl

AP :PB=A0: 0T = AO : OP = AP : PR,

hiszen AOP és APR is hasonl6 haromszogek. Igy PB = PR, azaz BPR egyenl szart haromszog, tehat
ABR< = PBR< = BRP< = RBC«q,

mert utobbi kettd valtoszog. Igy R rajta van a haromszog B-bél indulé szogfelezGjén is, tehat valoban a beirt kor
kozéppontja.

5. feladat. Alljon az (ar); k=1, 2, 3, ..., n, ... sorozat kilonbizd pozitiv egész szamokbdl. Bizonyitsuk be, hogy

minden n természetes szamra
n n
k
e
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k—1

Q

o~
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(Franciaorszag, 6 pont).

Megoldas. El§szor megmutatjuk, hogy ha van olyan n > ¢ > j szdmpéar, amelyekre a; < a;, akkor az egyenlGtlenség
bal oldalat csokkenthetjiik azzal, hogy a;-t és a;-t felcseréljiik. Ugyanis a valtozas

aj | G ar | aj\ 1 1
(7+5)-(5+3)=w-w(z-5)<0

Mivel az a1, as, ..., a, szamokat csak véges sokféleképpen permutalhatjuk, a cseréket elég sokszor elvégezve a szama-
ink mé&r monoton nének, s kézben a bal oldal értéke minden esetre nem nétt. S mivel ekkor mar a;>1, as>2, ..., ap>n,
kapjuk, hogy az legalabb
3 n 1
ﬁ—i—?—i—?—i— +§_k_1k7

amit bizonyitani kellett.

Megjegyzés. Ugyanezzel a gondolatmenettel lathaté be a kovetkezs allitas is: ha
Ty <xp< ... S 88 Y1 Sy <. yn

tetsz6leges szamsorozatok, i1, @2, ..., i, pedig az 1, 2, ..., n szdmok tetszGleges permutacidja, akkor

n n n
Z TkYnt1-k < Zxkyzk < Zxkyk
k=1 k=1 k=1

6. feladat. FEgy nemzetkozi tdrsasignak 1978 tagja van 6 kilonbozd orszdagbol. A tagokat 1-t61 1978-ig szdmoz-
tdk meg. Mutassuk meg, hogy legaldbb egy olyan tag van, akinek a sorszdma megegyezik két honfitdrsa sorszamdnak
dsszegével, vagy kétszer akkora, mint egy honfitdirsa sorszama. (Hollandia, 8 pont).



I. megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, ebbdl ellentmondésra fogunk jutni. Mivel 6-329 = 1974 < 1978,
azért valamelyik orszaghol, A-bol legalabb 330 tagnak kellett jonnie, legyenek sorszamaik

a; <az <...<asso-

Tekintsiik az ay — a1, as — aq, -++, G330 — A1, SOrszamu tagokat. Ezek egyike sem lehet A-beli, hiszen akkor volna a
feltételnek megfelel§ harom tag. Igy mind a 329 tag a megmaradt 5 orszag valamelyikébdl jott, és mivel 5-65 = 325 <
329, koziiliik egy orszagbol, B-bdl legalabb 66-an jottek, sorszamuk legyen

b1 < by <...< bgs.

Nézziik most a by — by, bs — b1, ..., bgg — by sorszamu tagokat. Ezek egyike sem johetett a B orszéaghbol, am az A
orszagbol sem. Ugyanis ha a b; — b; = (am — a1) — (an — a1) = @y — @y, sorszami tag A-beli lenne, ismét talalnank
harom, a feltételnek megfelels tagot. Igy a fenti 65 tag 4 orszagbol jott, igy valamelyik orszagbol, C-bél legalabb 17-en
jottek, sorszamuk

cp<ce<...<cCy7.

Az el6z6ekhez hasonldéan a co — ¢, ¢3 —¢1, ..., €17 — ¢1 sorszamu tagok csak harom orszaghol johettek, igy a D
orszaghol legalabb 6-an voltak:
di <dy...<dg.

Ady—dy, d3—dy, ..., dg — d1| sorszamu tagok koziil legalabb 3 jott az F orszaghol
e; < e <es,

végiil az f1 = ea — ey, illetve fy = e3 — ey sorszamu tagok csak a hatodik, F' orszagbol johettek. Am ekkor az fy — fi
sorszamu tag sehonnan sem johetett volna, ellentmondés, ami éppen az allitast bizonyitja.

II. megoldas. A kovetkez§ allitast igazoljuk teljes indukcioval: ha egy legalabb
1 1 1
=n! 4 -
kpn = n! (1+ 1!+2!+...+n!) +1

csucsu teljes graf éleit n szinnel kiszinezziik, akkor biztosan lesz benne egyszini haromszog (azaz harom csucs ugy,
hogy koztiikk barmely él ugyanolyan szini).

5. dbra

Az allitds n = 1-re nyilvan igaz, mivel k1 = 3. Tekintsiink most egy k,1 szogpontu grafot és annak tetszsleges
cstucsat. Ebbdl a cstesbol ky, 1 — 1 él indul ki, minden él (n+ 1) szin valamelyikével szinezve. Mivel (n+1) - (k, —1) =
kn+1 — 2 < kypq1 — 1, azért biztosan van k,, egyszind él is, mondjuk fekete (5. dbra). Tekintsiik ezek végpontjait. Ha a
végpontok kozott van fekete él, maris talaltunk egyszind (fekete) haromszoget. Ha nincs, akkor a k,, végpont kozotti
élek csak n kiilonb6zé szinnel vannak szinezve, és ekkor az indukciés feltevésiink értelmében mér itt lesz egyszini
haromszog.

Tekintsiink most egy 1978 csucsu grafot, melynek csiacsai 1-t6l 1978-ig vannak megszamozva. Az i és j csucs kozti
élet hat kiilonboz6 szin valamelyikével szinezziik ki, attol fiiggGen, hogy az |i — j| sorszamu tag melyik orszagbol jott.
Mivel kg = 1958 < 1978, azért van egyszini haromszog, a cstcsok szdma legyen ¢ < j < k. Ekkor a j —i, k—j és a
k — i sorszamu tagok ugyanabbol az orszagbol valok, és (j — i) 4+ (k — j) = (k — i), ahogyan azt kivantuk.

Megjegyzések. 1. Elképzelhet6, hogy j — i = k — j. Ekkor nem héarom, hanem csak két tag sorszamat kapjuk, de az
egyik sorszam éppen kétszer akkora, mint a mésik.

2. A masodik megoldasbol az is kiolvashatd, hogy n orszag esetén ha a tarsasagnak legalabb k,, tagja van, léte-
zik a kérdezett tulajdonsagu tag. Igazolhato, hogy ha g(n)-nel jeloljiik a legkisebb olyan tagszdmot, amelyre ilyen
tulajdonsagu tarsasag létezik, akkor

3"+1
2

1 1
§g(n)§n!<1+ﬁ+-~-+ﬂ>+l.

Azt is tudjuk, hogy g(1) = 3, ¢g(2) =5, ¢g(3) = 14. g(4) pontos értéke nem ismeretes.



