Ezzel a kozleménnyel befejezziik sorozatunkat. Az el6z6 kozlemények helye (kotet; szam; oldal sorrendben): 53; 2.
49-52. 54; 1. 1-3. 54; 5. 193-97. 55; 2. 55-58. 56; 1. 1-4. A sorozat célja annak a megmutatéasa volt, hogy miképpen lehet
kis 1épéseken keresztiil nehéz tételek bizonyitasahoz eljutni. Egyben azt is szemléltette, hogy egyes tételek gyokerei a
matematika kiilonboz6 agaiba nytlnak bele.

Nem tudunk a sorozat eredményességérdl beszamolni, mert nagyon kevés megoldés érkezett be a szerkesztGséghez.
Ennek minden bizonnyal az is oka volt, hogy a kézlemények elég nagy id6kozonként jelentek meg, és a sorozat két évig
huzédott el. El6z6 kozleményiinkre mindossze Hajnal Péter és Szabo Sdandor kiildtek be megoldast, 6k 100-100 Ft-os,
Varga Livia pedig kordbbi megoldasaiért 50 Ft-os kdnyvutalvanyt kap a szerkeszt(jségt(ilﬂ

Az V. részben kitizott feladatok megoldasa

20. feladat. Legyen € > 1 a Z[v/D]-nek olyan eleme, amelyre N(¢) = 1. Bizonyitsuk be, hogy a 17. feladatban
értelmezett €1 szamhoz talalhaté olyan k természetes szam, amelyre

(e1)f <e < (e1)" .

Megoldds. A 17. feladat szerint e, > 1. A 16. feladat alapjan ekkor e1 > 1+1-vVD > 2. Igy €7 > 2" > n alapjan
létezik olyan minimalis k > 0 egész szam, amire (sl)k“ > . k minimalit4sa azt jelenti, hogy (51)]~C < ¢; és igy a feladat
allitasat bebizonyitottuk.

21. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha € olyan eleme Z[\/B]—nek, amelyre N (g) = 1, akkor valamilyen k egész szamra
teljeksiil és az € = €, az € = —¢, egyenlGségek valamelyike, ahol € a 18. feladatban adott definicié szerint egyenld
(51) -nal.

Megoldds. € = 1 vagy € = —1 esetén k = 0 nyilvin megfelel. Legyen a tovabbiakban elGszor e > 1. A 20. feladat
allitasa szerint létezik olyan nemnegativ k egész szdm, amire (sl)k <e< (51)k+1. Ebbél €1 -1 = 1 alapjan

1=()'E)" <e @) < ()™ E) =2

kovetkezik. Mivel N (e - (1)") = 1, ezért a 17. feladat allitasa miatt £(2,)" = 1 lehet csak. Ebb6l pedig

e =c[ED ()] = [eE)") ()" = ()"

kovetkezik. Ha most € # %1 tetszdleges, akkor a 15. feladat figyelembevételével azt kapjuk, hogy van olyan ¢’, amire
N(E)=1,& >1,és az

! =/ =/ 2
€= —¢, €= —F, E=FE és E=¢

esetek valamelyike all fenn. Mar belattuk, hogy ¢/ = &} = ¢, alkalmas k természetes szammal és (Z,) = c_j, a 18.
feladat allitasa szerint, ezért a fenti négy esetnek megfelelGen, rendre az alabbi lehetségeket kapjuk:

e = —(er), e=—(e_k), e=c_g € = ¢gg.

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

22. feladat. Legyen a 18. feladatban szerepls eg-ra ex = pi + qx VD, nem negativ k esetén. Bizonyitsuk be, hogy az
(P) w2 —Dy?* =1
Pell-féle egyenlet Osszes (egész) megoldasai:
x = £pi, y = qk.

Megoldds. A 18. feladat allitasa szerint a felsorolt szamok valoban megoldast adnak. A 19. feladat allitasa szerint
ezek a megoldasok kiilonbozéek. A 21. feladatban pedig azt lattuk be, hogy a (P) egyenletnek nincs tobb (egész)
megoldésa.

23. feladat. Legyen az a = a + bV/D € Z[\/l_)] szamra o > 1 és N(a) = k.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik olyan ag = ag + boV'D, amelyre 1 < ag < 1 és @ = ao(e1) valamely nem negativ
k egész szammal, ahol 1 a 17. feladatban definialt szam. (Igaz-e, hogy mind a,, mind b, pozitivak?)

Megoldas. MindenekelG6tt megjegyezziik, hogy a széveg nem volt pontos. A félreértés elkeriilése végett inkabb az
N(a) = n jelolést hasznaljuk; és azt is fel kell tenni, hogy n # 1. Ekkor a 20. feladat megoldasanal hasznalt modszerrel
adodik, hogy alkalmas k nem negativ egész szamra teljesiil, hogy

(e1)" < a < (e1)"™.

1A jutalmakat postan kiildjiik ki. (Szerk.)



A 21. feladatban latott megoldasi modszert alkalmazva, az ag = « - (51)* szamra a kovetkezéket kapjuk:

1. 1<y <eq,

2. N(ag) = N(a) - N(E)* = N(a) =n.

3. a=a [@) @) =]a E@E)]E) = a0 (1)

Ezzel mar majdnem meg is kaptuk a megoldast; csupan azt kellene még bizonyitani, hogy ag # 1. Ez viszont a 2. pont
szerint azonnal kovetkezik az n # 1 feltételbdl.

A feladat zarojelben feltett kérdése az volt, hogy ha ay = ag + boV'D, akkor kivetkezik-e ag és by pozitivitasa?
Erre a kérdésre a legegyszeriibben tgy valaszolhatunk, hogy egy ellenpéldat adunk (ilyen létezik). Mi azonban ennél
tobbet bizonyitunk be; mégpedig azt, hogy tetszéleges D mellett csak véges sok olyan ag = ag + bovV'D létezik, amire
1< ap<e; ésag>0,by > 0; de végtelen sok oy = ag + box/ﬁ mellett igaz az, hogy ag és by ellenkezd elGjeliiek és
1< ap<er.

Az els6 allitas nyilvanvalo. Hiszen ha e; = p1 +q1 \/5, akkor 1 < ag < €1 esetén ag = ag + box/ﬁ csak akkor elégiti

. i i €
ki az ag > 0, bg > 0 feltételt, ha ag < 1 és by < \/—15

Tekintsiink most tetsz6leges by egész szamot. Mivel €1 > 2, ezért &1 — 1 > 1, azaz (g1 — bo\/ﬁ) -(1- bo\/ﬁ) >1
is teljestil. Ezért létezik olyan ag egész szdm, amelyre 1 — boVD < ag < &1 — bo\/l_), amibél

. Ez pedig csak véges sok esetben lehet.

1§a0+b0\/5<60

kovetkezik. Ha by # 0, akkor a bal oldalon nem lehet egyenlGség. Mivel by egyébként tetszGleges, ezért valoban végtelen
sok ag tesz eleget a kivant feltételnek.

Lattuk, hogy ezek koziil csak véges sok elégitheti ki az a9 > 0, by > 0 feltételt, és 1 < ap miatt ag < 0, bg < 0
egyszerre nem teljesiilhet. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

24. feladat. Hogyan allithat6 el6 az x® — Dy* = k egyenlet Gsszes egész (a, b). megoldasa?

Megoldas. A feladat itt is félreérthets volt; csupan azt akartuk kérdezni, hogy milyen alakban irhatok fel a megol-
dasok, és nem azt, hogy milyen eljaras sziikséges az elGallitasukhoz. Ennek megfelelGen valaszolunk a kérdésre.

A 23. feladat allitasat felhasznalva (a,b) akkor és csak akkor megoldas, ha az o = a + bv/D szém o = ag(e1)"” vagy
a = —ap(e1)" alaki, ahol n egész szam és 1 < ag < 1. Az el6z6 feladat megoldasanal lattuk, hogy N(ag) = N(«)
is teljesiil. Igy tehat meg kell keresni azokat az g € Z[VD] szamokat, amelyekre N(ag) =k, 1 < ag < €1, és ekkor
ap(e1)”, —ap(e1)" szolgaltatjak az dsszes megoldast.

Néhany szo6 Z\V/D-rél és a gy6kvonasrol

Mindenekel6tt szoljunk néhany szot az 1 megtalalasarol. A 30-ig terjedS primszamoknal ezek:
342-v2 241-v3; 9+4-V5; 8+3-VT; 10+3-V11; 649+ 180-V13;
334+8-V17; 170+39-v19; 2445-v23; 9801+ 1820-v29.

Kiilonosen sok probalkozas sziikséges — még szamitogépet igénybe véve is — a V13 és a v/29 esetében. De ezeket
is el6 lehet &llitani tigyesen. Ha példaul olyan a-t tudunk taldlni, amelyre N(a) = —1, akkor a 23. feladat allitasa
alapjan feltehetd, hogy 1 < a < 1. Mivel N(a?) = (N(oz))2 =16és1<a?<(e1) ezért o® = ;. Kénnyen lathato,
hogy ilyen a-t nem mindig taldlhatunk. Példaul D = 4k + 3 alakt szdmoknal sohasem. Az sem ismeretes, hogy milyen
4k + 1 alaka D primszam esetén van ilyen a. Most felirjuk néhany prim D-re a legkisebb ilyen a-t:

1+v2, 2++56, 18+5V13, 4+V17, 70+13v29, 6+ /37,
32+ 5V41, 182+ 25v53, 29718+ 3805v61, 1068 + 125/73,
500 + 53v/89, 5604 + 569+/97.

Ezeknek az elGallitasa is igen sok id6t vett volna igénybe, de néha még itt is lehet tigyeskedni. El6fordulhat ugyanis
(csak ha D = 8k +5 alaki prim), hogy olyan szamok vannak a @ [v/D]-ben, amelyek elemei Z [v/D]-nek, de valamelyik
hatvanyuk (esetiinkben a kobiik) éppen a fenti minimalis a-t éllitja els. A fentiek koziil ilyenek:

1+5 34++/13 5429 7453 39 + 561
2 2 2 2 2 '
39 + 5v/61

Lathato, hogy ezek éppen a ,legkellemetlenebb” esetekben segitettek. Egyébként a elgallitasa egy progra-

mozhaté kézi kalkuldtoron néhany méasodpercet vett igénybe (a program beirasa legfeljebb 5 perc volt). A 29718 +
3805v/61 meghatarozasara mar kozel egy ora kellett. A D = 61 esetében

e1 = 1766319049 + 226 153980 - VD,



aminek a meghatérozasihoz mintegy 6 és fél év kellene (ha a kézi kalkulatoron elég hely volna).

Az el6z6ekben természetesnek latszott, hogy a Z [\/5} ésa Q [\/5] hasonl6 kapcsolatban allnak, mint Z (az egész
szamok halmaza) és ) (a raciondlis szdmok halmaza). Mas szoéval a Z [\/l_)]—beli szdmokat az egészek altalanositasanak
tekinthetjiik. Mint lattuk, ez nem igy van, mert ha egy raciondlis szam egy hatvanya egész, akkor az eredeti szam
is egész. Eppen ezért szoktak a Z[v/D] helyett egy bovebb Q[v/D]-beli részhalmazt tekinteni egészeknek. Be lehet
bizonyitani, hogy ez pontosan olyan D-k esetén lehetséges, amelyek nem négyzetszamok és 4k + 1 alakaak. Ilyenkor

14++vD
az a + bv D alaka szadmok helyett az a + b +2 alakt szamokat vizsgéaljak (a, b € Z). Ennek az az oka, hogy az
14++vD 1-D
a=a+b +2 gyoke az z? — (2a + b)x + <a2 + ab + sz) = 0 maéasodfoku egyenletnek; itt 1). a masodfoka

-vel

tag egylitthatoja 1, 2). az Osszes egyiitthato egész (mivel D = 4k + 1 alaka!). A fenti szamhalmazt Z

1++vVD
2

jeloljiik.
Z[\/l_)]—ben, illetve a Z

1 D
+ 2\/— -ben beszélhetiink az oszthatdsagrol; sét bizonyos esetekben az egyértelmd
primtényezds felbontas megfelelGje is igaz. Az egész szamoknél az a és —a az oszthatdsagnél hasonldéan viselkedtek,
hiszen (a # 0) esetben a|(—a) és (—a)|a is igaz; valamint azt is tudjuk, hogy alb és bla esetén vagy a = b vagy a = —b
1 D

teljesiil. A Z[\/B}, illetve a Z +2\/_

esetben ez mar nem igy van. Konnyen lathaté ugyanis, hogy a|8 és f|a

1++vD
2

pontosan akkor teljesiilnek, ha 3 = - «, ahol N(g) =1 és ¢ € Z[\/B]; il.eeZz

Nos az ilyen e-ok éppen a Pell-féle egyenlet megoldasai.

Ahogy a Pell-féle egyenlet megoldasanél a racionalis szamokkal valé approximaciot felhasznaltuk, forditva, az
approximacional segitségiinkre lehet a Pell-féle egyenlet megoldasanak az ismerete.

Legyen ¢ = a + W'D olyan, hogy a >0, b >0ésa, baz

(P) 22— Dy* =1

gyokparja. Ebbél
(a —bVD)(a+bVD) =1
kovetkeztében )

PR, T

1 . a
adodik. Mivel a és b ,elég nagyok”, ezért az n = ———— ,elég kicsi”. Igy — jo kozelit6 értéke v D-nek. Ha most
g nagy Ui (a+ VD) g 8y 3 )
£2-t kiszamitjuk, akkor
E=a—-bVD=nb

alapjan
()% = a1 — byV'D = n?b>.

Mivel a1 = a? + b°D és by = 2ab, ezért az
@ PR

by 2ab  2a
Osszefiiggéshez jutunk. Tekintettel arra, hogy a > b, ezért

2
aq n
— —VvD= —.
by msy
Mas szoval az 0j kozelits értéknél az eltérés kisebb, mint az el6z6 eltérés négyzetének a fele.
Példaul 10 meghatéarozasanal kiindulhatunk a 3% — 1% - 10 = —1 Osszefiiggésbdl. Ebbél azt kapjuk, hogy

-1
5 ViD= —
3410
illetve 1 .
3-V10l= ———— < =
| | 3+V10 6

A @B+ \/ﬁ)2 =19 4 610 6sszefiiggésbal



Igy V10 = 3,16 az utolso jegyben is pontos. Még egy lépést téve azt kapjuk, hogy

721 1\° 6 1 1 4
— 10 ). = : — kovetkeztéb
228 <<6) 210 2-19.60 °2.19-60 100 ‘overReseben

3,162276 < v/10 < 3,162 281

adodik. (Egyébként 9 jegyre v/10 ~ 3,162 277 660.)



