Tél van. Hullanak a hopelyhek az ablakunk el6tt. Milyen alaktiak? Mi torténik veliik? Amikor elindul egy hopehely,
szabalyos csillaghatszog alakja van. Tegyiik fel, hogy utja soran minden mésodpercben hatardnak minden egyenes
szakasza kozépsé harmadaban egy szabalyos haromszog né ki a pehelybdél. Elgszor tehat 12 kis haromszog né a csillag
széaraira (1. abra).

1. dbra

Az els6 masodperc végén 48 egyenls éle van a pehelynek, a masodik méasodpercben ezek toredeznek szét, hogy
24 tjabb szabalyos haromszog csatlakozhasson. Es ez igy megy tovabb, amig a pehely szall. Hirtelen szél kerekedik,
felkapja a pelyheket, és elviszi 6ket messze, messze, el a végtelenbe. Hogy fognak kinézni, mire odaérnek? Milyen hé
esik a végtelenben? Lesz-e a pelyheknek hatarvonaluk, teriiletiik, és lesz-e nekik egyaltalan keriiletiik?

Nézziik csak! Ha a hopelyhek siklények, és van végtelen, és egy most sziiletett pehely silya so = 1 pond, az els6

1
mésodperc végén siulya s; =1+ 9 pond lesz, az n-edik mésodperc végén
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pond lesz. Ahogy tehét a pehely tart a végtelenbe, silya 1,2 pondhoz tart.

4
Mit csinal a keriilete? Ha kezdetben kg = 1 cm, az els6 méasodperc utan ky = 3 cm, az n-edik méasodperc végén

n

kn = 3 cm. Baj van, ennek a hatarértéke + oo. Valahol tévedniink kellett! Miért hittiik azt, hogy a végtelenben

a hopehely keriilete egyenls keriilete hatarértékével? Mi van, ha a szél elviszi a lépcsénket, és az is csipkéket kezd
noveszteni a 2. dbra szerint?
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2. dabra



Utja soran lépcsénk hossza valtozatlan marad, de a végtelenben hopp, lecsokken a V/2-ed részére.

Kiilonben is, miért hittiik, hogy van a hépehelynek keriilete a végtelenben? Egyaltalan honnan tudjuk, hogy van
ott hopehely?

Meg kell nyugtatnunk az olvasot, legalabbis ami a kérdés mésodik felét illeti. A végtelenbeli hopehely valéban
létezik, s6t bizonyos értelemben elég kézonséges: hatarat kolesonosen egyértelmien és (mindkét iranyban) folytonosan
le lehet képezni a korvonalra, belsejét pedig a korlemezre (itt akarmelyik kor megfelel). Ennek bizonyitasa nem tul
bonyolult, azonban a felhasznalt technikai jellegii tételek elmagyarazéasa (és egyaltalan, felsorolasa) sokaig tartana.
Elégedjiink meg azzal, hogy a tétel igaz, amit Ggy is szoktak mondani, hogy a hatar homeomorf a korvonallal, a
hoépehely maga pedig a korlemezzel. Ha egy nagyon rugalmas gumilapunk van, akkor azt pontosan ra tudjuk illeszteni
a hopehelyre, anélkiil, hogy a gumilapot valahol elszakitani vagy Osszeragasztani kellene.

Térjiink vissza a hopehely keriiletére. Ha egy pont csicsa valamelyik , csipkének”, akkor csicsa lesz az Osszes
tovabbinak is. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a csipkék csicsai pontjai lesznek a végtelenbeli hopehely hataranak.
S mivel két pont kozott a legrévidebb it az egyenes, ezért a hopehely keriilete biztosan nagyobb, mint ha a keriilet
pontjaibol bizonyosakat kivesziink, és azokat (sorrendben) szakaszokkal 6sszekotjiik. Ezért a hopehely keriilete biztosan
nagyobb, mint akdrmelyik csipke keriilete, azaz nagyobb vagy vagy egyenlS sup{(4/3)"}-nél. Ilyen szim azonban
nincs igy azt kaptuk, hogy a hopehelynek nincs kerilete. Hopelyhiinknek tehat egy igen érdekes tulajdonsaga van:
véges teriilettel rendelkezik, de nincs keriilete. (Forditva nem lehetséges: egy korrel homeomorf alakzatnak mindig van
tertilete.)

A hopehelygorbét elészor F. Kasner amerikai matematikus adta meg 1901-ben. A gorbét azért konstrualta, hogy
folytonos, de sehol sem differencialhato fliggvényt tudjon segitségével megadni. Azt, hogy a hopehely hatara folytonos,
méar tudjuk. Belatjuk még, hogy semelyik pontjaban sem lehet érint6t hiazni hozza. Megszoktuk, hogy egy pontban
akkor nem lehet érint6t huzni, ha ott ,,cstics” van. Ilyen értelemben a hopehelygoérbének mindenhol csiicsa van.

Egy gorbe P pontjdban huzott érintét definidlhatjuk tgy is, mint a PQ egyenes hatarhelyzetét, ha a @ pont
a P ponthoz kozeledik a gorbén. Ezért ha a @ pont ,elég kozel van” P-hez, akkor PQ-nak és az érintének szoge
mindenképpen kisebb lesz, mondjuk 10°-nal, és igy a (@1 és Q2 pontokat valasztva, PQq és PQ2 szbge kisebb 20°-nal.
Ha most P-hez akdrmilyen kozel tudunk talalni olyan Q1 és Q2 pontokat, hogy PQ és PQs szoge legalabb 30°, akkor
ezzel bizonyitottuk, hogy a P pontban nem lehet érint6t huzni. Ezt fogjuk tenni.

Legyen tehat adva egy P pont a hopehely hataran és valamilyen kis tavolsag. Azt akarjuk, hogy PQ:1 és PQs
tavolsagok ennél kisebbek legyenek, de az egyenesek szoge 30°-nal nagyobb legyen. Nézziik az egyik olyan csipkét,
amelynek oldala kisebb a megadott tavolsagnal. Kénnyen lathaté, hogy ha minden oldal f6lé a 3. abran lathato
vonalkazott haromszogeket illesztjiik, akkor az Osszes tovabbi csipke a vonalkazott részbe vagy annak hatarara esik,
igy az ilyen pontok limesze, a P pont is.

3. dbra

Masrészt az A, B, C, D és E pontok a hopehely hataranak pontjai, a PA, PB, PC és PFE tavolsagok mindannyian
kisebbek az AD oldalnal, igy a megadott tavolsagnal. Végiil (a P pont helyzetétsl fiiggben) vagy a PA és PB, vagy
pedig a PC és PE egyenesek szoge lesz legalabb 30°-os.

Kicsit tiiskések a végtelenbeli hopelyhek, de azért ez nem zavarja az ottani gyerekeket abban, hogy jo kiadds
hogolyocsatat vivjanak.

(A borito 4. oldalan egy hopehely képe lathato.)
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