»3emmibdl egy djj mas vilagot...”

(Bolyai Janos sziiletésének 175. évfordulojara)

Ird meg nekem postdn... amit csak lehet, a fontosabbat a Ceredl pdlydjarol... Ezen-
kézben én is eqy uj pldnetdt inditottam el a Foldre, de... pdlydajat meghatdrozni
nem tudom; Isten szép fiigyermekkel ajindékozott meg, 1802. X°* 15-é Ja-
nosnak kereszteltik... egészséges, nagyon szép gyermek, vondsai finomak, haja és

szemoldike fekete, égd sitétkék szeme olykor gy sziporkazik, mint két drdagakd;...
(Bolyai Farkas Gausshoz irott levelébol))

Amint Bolyai Janos alakja az id6ben egyre tévolabb keriil t6liink, annal tisztabban all el6ttiink, hogy személyében
nem fénytelen bolygd, hanem tiindokls {istokos futott fel a tudomény egére. Olyan zseni, akibgl évszazadonként
csak néhany sziiletik a foldkerekségen. Emléke, mint az igazan nagy embereké, megmarad, mert élete oly szorosan
egybefonodott az emberi megismerés fejlédésével, hogy nem beszélhetiink geometriarol anélkiil, hogy az & nevét meg
ne emlitenénk. Amikor a multba tekintiink, tgy vagyunk, mint az az utazo, aki bizonyos allomasokon megall, hogy
végigtekintse a megtett utat, felidézze annak fontosabb forduldit, Gsszegyjtse tapasztalatait, s egyben tervezzen is a
jovére. Bolyai Janos sziiletésének 175. évforduldjan ebben a szellemben hivom meg az olvasét egy révid beszélgetésre.
Hallgassuk meg, mit mond el leveleiben az apa, Bolyai Farkas, arrél a korrol, amelyben fidnak felfedezése megsziiletett.
Bolyai Janostol is idéziink, végiil pedig egy modellt szerkesztiink arra a vildgra, amelyben a Bolyai-féle geometria
torvényei érvényesek.

Bolyai Farkas — ifjabb Kemény Simon mentoraként] — harom évet téltdtt el a hires gottingai egyetemen. Ott
ismerkedett meg koranak matematikai eredményeivel, és ott kotott egész életre szl bardtsédgot a szintén ott tanuld
Carl Friedrich Gauss-szal, a matematikusok késébbi ,,fejedelmével”.

Hazatérve Keményéknél vallalt nevel6i allast, ami lehet6vé tette, hogy ,,meglehetds nyugalomban és fﬁggetlenﬁl’ﬁ
élhessen. 1801-ben vette feleségiil Benks Zsuzsannat, és egy évre ré sziiletett Janos fiuk. 1804-ben hivta meg a ma-
rosvasarhelyi kollégium, matematika, fizika és kémia tanaranak. Elete ettsl fogva a kollégiumhoz kotsdott, s 47 évet
toltott el ott a katedran.

Farkasnak sok terve volt a matematika tanftasanak megjavitasara. Konyveket kért Gausstol, konyveket akart irni.
A mindennapi gondok, az érdektelen kérnyezet azonban bénitolag hatott ra:

,»Itt senkinek sem kell a Matematika; tanitvinyaim koziil csak kevésnek van igazi érzéke hozza, miivemet ma-
kulaturanak, csomagolésra és hasonlokra hasznalom... 1

Ilyen koriilmények kozott nem csoda az a lemondé, kritikus hang, amellyel tudoméanyos pélyéjat illeti.

Az életével szamot vetd férfi szaméara fidban csillan meg a remény. A tehetséges gyermek talan megvaldsithatja
apja adlmait. S bar — mint mondta — fia életutjanak meghatarozasara nincs lehetGsége, mégis mindent megtett, hogy
az indulas sikeres legyen:

s €l6szOr Eukliddel kezdtem, aztan megismerte Eulert, most meg mar Veganak... nemcsak az els6 két kotetét
tudja teljességgel, de jaratos a harmadik, negyedikben is, kedveli a differencial- és integralszamitast és rendkiviili
készséggel és konnyedén szamol veliik, amily kdnnyedén vezeti a vonoét a hegediiconcerték nehéz futamaiban.T]

Az apa a folytatasrdl is gondoskodni akart, s ugy tervezte, hogy az éleseszi fiut 15 éves koraban Gausshoz kiildi
tanulni néhany évre. A tanulmanyit azonban anyagi okok miatt nem valésult meg.

1818. augusztusdban Bécsben talaljuk az ifji Bolyait, aki a csaszari és kiralyi mérnokakadémian folytatta tanulma-
nyait. Mivel a tehetséges ifju sok mindent tudott mér az anyagbol, azért arra is volt ideje, hogy apja tiltakozasa ellenére
— ,az Istenért kérlek! hagyj békét a parallélaknak”, irta Bolyai Farkadd — a pérhuzamosok elméletérdl gondolkodjék.
Nincs tudomasunk annak a szellemi fejlédésnek a részleteir6l, amelyen Bolyai Janos keresztiilment. Az azonban biztos,
hogy az Akadémia kivalo befejezése utan a temesvari eréditéshez beosztott alhadnagy 1823. november 3-an levelet
irt édesapjanak. A levél négyotod része a kéttagu kifejezések tortkitevGji hatvanyanak végtelen sorba valo fejtésével
foglalkozik, s a levél végén taldljuk azt a néhany, hiressé valt sort, amely egy 0j geometria megsziiletésérsl tudosit:

,---mihelyt... moéd lesz, a parallelakrol egy munkét adok ki;... olyan felséges dolgokat hoztam ki, hogy magam
elbamultam... most tobbet nem szo6lhatok, csak annyit: hogy semmibél egy tjj mas vilagot teremtettem.”ﬁg

! Kisbolyg6, amelynek palyajat Gauss szamitotta ki.

2 December 15-én.

3 Bolyai-levelek. Valogatta, a bevezetd tanulmdanyt irta és a jegyzeteket Osszeallitotta
Benkd Samu. Kriterion Koényvkiado, Bukarest, 1975. — 12. levél, 49. old.

4 {d6sebb diak, aki fiatalabb tarsanak tanulotarsa, hazitanitoja, felligyelGje volt.

5 10. levél, 42. old.

6 41. levél, 188. old.

719. levél, 81. old.

8 28. levél, 123. old.

9 32. levél, 158. old.



Barmilyen képzett volt matematikailag Bolyai Farkas, s barmennyire is sajat kutatasi téméjarol volt szo, ebbe az
1j vildgba nem tudta kovetni fidt. Azért, hogy bizonyossagot szerezzen, ismét Gausshoz fordult, és elkiildte neki Janos
munkijanak, az Appendixnek@ a kiilonlenyomatat.

,»Az 6 kérésére kiilldom ezt az 6 kis munkajat Hozzad: 1égy szives, itéld meg éles, athaté szemeddel, s valaszodban,
melyet epedve varok, ird meg kimélés nélkiil magas itéleted... Fiam tobbre becsiili a Te itéletedet, mint egész
Eurépéét.’
Gauss valoban kimélet nélkiil itélte meg a mtivet. Nem volt kétséges: matematikailag kifogastalan, korszakalkoto
munkat tartott kezeiben, de

»az eredmények... majdnem végig megegyeznek részben mar 30-35 év 6ta folytatott elmélkedéseimmel... Nagyon
meglepett tehat, hogy most mér a faradsidgtol megkimélhetem magam, és nagyon 6rvendek, hogy éppen régi
baratom fia az, aki engem ilyen csodalatos médon megel(ﬁz('jtt.’

Gauss tehat jogot formalt az Gj geometriai eredményekre, s ezt az inkorrekt viselkedést a szenvedélyes természeti
Janos sohasem bocsatotta meg neki. Kedélyallapota megromlott, a katonai szolgalatot nem tudta elviselni, s ezért 1833
nyaran megvalt a hadseregtdl és nyugallomanyba vonult. Atyjaval is meggyengiilt addig zavartalan baratsaga: vitaik,
heves Osszecsapésaik voltak. Bolyai Janos visszahtizédasahoz az is hozzajarult, hogy 1844-ben megtudta: geometriadjat
egy addig ismeretlen orosz matematikus, N. I. Lobacsevszkij is felfedezte. Magahoz a mithé4-] csupén 1848 oktoberében
jutott hozzd, és igyekezett felfedezni, vajon nem az 6 konyvét irta-e at valaki. Meg kellett azonban gy&z&dnie arrol,
hogy 6nallé gondolkodoéval all szemben, s ezért — igen targyilagosan — dicséri azokat a helyeket, amelyeket kiilontsen
szépnek talal Lobacsevszkijnél. A 48-as szabadsagharc gondolataival egyetértett, a tényleges katonaskodasban azonban
betegsége megakadalyozta. 49 utdn még jobban magaba zarkédzott, t0bb nehéz matematikai kérdéssel foglalkozott
sikerteleniil. Hosszas betegeskedés utan halt meg 1860. januar 27-én.

Mi az az 4j vilag, amelyet Bolyai Janos teremtett?

L.e. 300 6ta a geometria alapjait Eukleidész Elemek cimi munkajanak felfogésa szerint tanitjuk. A gorogok szelle-
mi vivmanya volt az addig csak empirikusan, jol-rosszul felismert tételek bizonyitasanak igénye. Igy pl. Eukleidészre
vezetik vissza Pitagorasz tételének teriiletatalakitdson nyugvo bizonyitasat. Eukleidész modszere az, hogy miutan a
tanulni kivané személlyel megallapodott bizonyos alaptételekben (axiéméakban, illetve posztulatumokban), minden
maés tételt mar szigoru logikaval bebizonyit neki. Az alaptételek olyan, maguktol értet6d6 tények, amelyeket mindenki
atlat és bizonyitas nélkiil elfogad. Ezeken az alaptételeken nyugszik az elmélet egész rendszere. Ha bizonyitas nélkiil
elfogadjuk, hogy két ponton &t mindig fektethetd egyetlen egyenes, van harom pont, ami nem fekszik egy egyenesen,
béarmely szakasz meghosszabbithato, egy egyenes harom pontja koziil egy és csak egy van a masik ketté kozott stb.,
akkor ezekre az alaptételekre mar allitdsok rendszere épithets. Eukleidész jo alaptételeket valasztott, mert azok szem-
léletesek, egyszertiek, maguktol értet6dsk voltak, érvényességiikhoz kétség nem fért. Egy alaptétele, azonban az un.
o0todik posztulatum, allandéan nyugtalanitotta a matematikusokat, mert bar a szemléletnek jo6l megfelelt, tapaszta-
latilag mégsem volt ellendrizhets. Az 6t6dik posztulatum igy szol: Ha két egyenes (a és b) egy kozos harmadikat ()
ugy metsz, hogy a t egyenes egyik oldalan fekvs belss szogek (dbrankon « és 3) Gsszege kisebb 180°-nél, akkor a két
egyenes metszi egymaést, mégpedig az atmetsz6nek azon az oldalan, ahol a sz6gek Osszege kisebb, mint 180°. (Ezzel a
posztulatummal egyenértékd a kovetkezo allitas: egy egyenessel egy rajta kiviil fekvs ponton at csak egy parhuzamos
hazhato.) Ennek az alaptételnek az a gyengéje, hogy ha o+ 3 igen kozel van a 180°-hoz, akkor nem tudjuk ellendrizni,
hogy a két egyenes tényleg metszi-e egymast.

10 Bolyai Janos: Appendix. A tér tudomanya. Szerkesztette, bevezetéssel, magyarazatokkal, kiegészitésekkel ellatta Karteszi Ferenc.
Akadémiai Kiad6, Budapest, 1973.

11 36. levél, 170. old.

12 1dézi Alexits Gydrgy: Bolyai Janos. Mivelt Nép Konyvkiadé, Budapest, 1952.

56. old.

13 Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien, 1840. Magyarul: N. L. Lobacsevszkij: Geometriai vizsgalatok a parhuza-
mosok elmeéletének korébsl. Akadémiai Kiado, Budapest, 1951.



Gyakorlati kérdés ez: azt kellene pl. csillagaszati mérésekkel eldonteni, hogy két, egyméashoz igen kevéssé hajlo
fénysugar nem taldlkozik-e valahol tébb millidrd fényévnyi tavolsidgban. Ez pedig nem lehet ,,agy latszik” kérdése, ez
ténykérdés. Gauss és Lobacsevszkij megprobalt méréseket végezni az 6t6dik posztulatum érvényességének eldontésére,
azonban kideriilt, hogy mérémiiszereik a fellépd nagy tavolsdgok miatt erre alkalmatlanok. Bolyai és Lobacsevszkij
kiemelte a geometridnak ezt az alapkovét és helyére egy masik axiomat tett, majd megnézte: épithetS-e geometriai
rendszer az 1j alapra. Ugy talalta, hogy igen. Az 0j geometria — annak ellenére, hogy sokszor megleps tételekbdl all
— ellentmondésmentes és ugyanolyan jé lehet egy vilag leirdsara, mint a régi, megszokott, Eukleidész-féle geometria.
Ezzel vilagossa valt, hogy a tér valodi geometridja nem az emberi szellem talalmanya, nem szemléletiink altal a vilagra
ratukmalt elmélet, hanem az anyagnak tudatunktol fiiggetlen megjelenési formaja. Azt, hogy ez valojaban milyen,
mi nem mondhatjuk meg, hanem megfigyelések segitségével kell megallapitanunk. Ezek a komoly természetfilozofiai
kovetkezmények lehettek az okai annak, hogy Gauss nem tette kozzé azokat az eredményeit, amelyeket Bolyaitol
fiiggetleniil is tudott.

Az 4 geometria, az G vilag, sok meglepetést tartogat a latogaté szamara. Probaljunk ezért egy keveset meg-
mutatni bel6le. Dolgunk nem lesz konnyd. Ha azt az euklidészit6l szintén eltérd, vagyis nem-euklidészi geometriat
akarjuk szemléltetni, ami a gémb feliiletén érvényes, akkor semmi gondunk sincs. Valamilyen anyagbol elkészitiink egy
gbmbot, megjeloliink rajta pl. két pontot, a két pont kozott kifeszitiink egy fonalat, s ez lesz egy ,egyenesszakasz”.
Harom pontot ,,egyenesszakaszokkal” 6sszekotve hdromszoget szerkeszthetiink Két , egyenes” sz6gét a metszéspontban
meghuzott érint6k szogével mérjiik. Kideriil, hogy a gombi geometridban az ,,egyenesek” hossza véges (ti. egy gombi
fokor hosszaval egyenls), barmely két ,egyenes” metszi egymast (tehat nincsenek parhuzamos ,egyenesek”), a goémbre
rajzolt haromszogek szbgeinek Gsszege nagyobb 180°-nal stb.

A Bolyai-féle geometridval azonban més a helyzet. D. Hilbert 1901-ben bebizonyitotta, hogy ez az ugynevezett hi-
perbolikus sikgeometria teljes egészében nem modellezhetd a haromdimenzios tér valamilyen feliiletén. Mas modszerhez
kellett tehat folyamodni.

Képzeljiik el, hogy a hiperbolikus sikgeometria vilagat egy oriasi kicsinyitést optikai eszkozzel (amit talan mak-
roszkopnak hivhatnank) akkorara kicsinyitjiikk, hogy belefér egy korbe. A hiperbolikus sik pontjait igy a korlemez
belsé pontjai dbrazoljak, mig a korvonal pontjai a végtelent jelképezik és nem szamitjuk hozza Sket a hiperbolikus
geometria vilagahoz. Ennek a lekicsinyitett vilagnak az ,egyenesei” a kor (végpontok nélkiil szamitott) harjai (az abran
az UV har — az U és V pont nélkiil — jelenti az a ,egyenest”). Vilagos, hogy a modell P és @ pontjan at egyetlen
egy e egyenes’ fektethetd, van harom pont, amely nem illeszkedik egy ,,egyenesre”’. Egy ,egyenes” harom pontja koziil
mindig csak egy fekszik a masik ketts kozott (pl. P a @ és R kozott). Egy ,,szakasz” mindig meghosszabbithato, mert
a ,,szakasz” egyik végpontja és a korvonal k6zé mindig beszurhatoé még egy pont. Ha a P és ) pontok d tavolsagat a

MP-NQ
lg ————

d=c ——
MQ-NP

képlettel értelmezziik, akkor az ,,egyenesek” végtelen hosszuak, és ha egy szakasz két részbdl all, akkor a teljes hossza
a két rész hosszanak Osszege. A szogeket hasonld tipusi képlettel mérve minden eszkoziink megvan ahhoz, hogy e
geometriat felépitsiik.

Mi a kiil6nos ebben a geometridban? Az, hogy egy ,egyenessel” egy rajta kiviil fekvé ponton at két ,,parhuzamos”
hazhato, azaz két olyan ,,egyenes” van, amely a felvett ,,egyenest” a ,,végtelenben”, azaz a kérvonalon metszi (4brankon
a PA és PB ,egyenesek” | parhuzamosak” az a = AB ,egyenessel”). Ezenkiviil végtelen sok ,egyenes” (az abran pl. a
t egyenes) ultraparalel, mivel az a ,egyenest” nem metszi, és nem is parhuzamos vele.

Egész konyvet tolt meg a Bolyai Janos altal felfedezett geometria ismertetése. Még a tételek felsorolasa is meghaladja
egy megemlékezésre szant cikk kereteit. Csak az lehetett a célom, hogy a jelen évfordulé kapcsan néhany vazlatos
vonéssal rairdnyitsam a Lapok olvaséinak figyelmét egy egykori tizenéves fiatalemberre, aki eszménykép lehet mindazok
szamaéra, akik életiiket az igazsig és a vilag megismerésére kivanjak felhasznélni. Adjon kedvet ez a néhany sor a
témaban valo alapos elmélyedésre!



