Specialis matematikai osztalyba jarunk, igy a grafelmélet része tananyagunknak. Amit tanultunk, azt mondjuk
most itt el, reméljiik, hogy cikkiink a normal tagozatba jarok szamaéra is érthets lesz. Javasoljuk az olvasénak, hogy
vegyen el§ papirt, ceruzat, és egy-egy feladat megoldésa el6tt nézze meg, mire jut egyediil. Kérdéseket is tesziink fel,
ezekre a helyes valaszokat a cikk végén adjuk meg.

Mi a grdf?

Pontok (szogpontok) és azokat 6sszekots vonalak (élek) rendszere. A pontok elhelyezkedése lényegtelen, ahogyan az
élek formaja is az. Csak az szamit, hogy mely pontparok vannak osszekdtve. Példaul az aldbbiak koziil harom ugyanazt
a grafot abrazolja. Lathato, hogy az élek metszéspontjat nem tekintjiik szogpontnak.
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Osszefiiggs egy graf, ha élei mentén haladva tetszéleges pontjabol eljuthatunk barmely mas pontjaba. Egy pont
fokszdmdnak nevezziik a bel6le kiindul6 élek szamat. Palyanak az egymashoz csatlakozo élek Gsszességét akkor hivjuk,
ha benne minden pont foka legfeljebb kett6. Az olyan palyéat, amelyen a kiinduldsi pontbél az élek mentén haladva
visszajuthatunk az eredeti pontba — anélkiil, hogy egy élen tobbszor és végigmennénk — kérnek nevezziitk. A kort
tartalmazo6 grafnak tehdt vannak olyan pontjai, amelyeket tobbféle palya is 0sszekot.

1. kérdés. Melyek tartalmaznak kort az alabbi grafok koziil?

Q_O-0

a) b) c)

Most egy fontos grafelméleti definicié kovetkezik. Fdnak nevezziik az olyan Osszefliggé grafokat, amelyek nem
tartalmaznak kort.
2. kérdés. A rajzok koziil kettd ugyanazt a fat abrazolja. Melyek ezek?

B

A fa” elnevezést Cayley vezette be 1857-ben. Az elsd, fakra vonatkozd jelentés eredményeket is 6 érte el. A fa
fogalma azonban régebbi. Kirchhoff példaul mar Cayley el6tt tiz évvel vizsgalt fakat elektromos héalézatok tanulma-
nyozasaval kapcsolatban. Utnak nevezziik az olyan fat, amelynek nincs ketténél magasabb fokszama pontja.

3. kérdés. Melyik ut az alabbi grafok kozil?



a) b) c)

1. feladat. Hany éle van maximélisan egy n szogpontd grafnak?
Megoldas. Ha a pontok koézott minden élet behizunk, minden pontbél n — 1 méasik pontba fut él. Osszesen n pont
van, igy tehat n(n — 1) lenne az élek szdma. De gondoljuk csak meg, igy minden élet kétszer szamoltunk: egyszer,

1
amikor ,indul” egy pontba, és egyszer, amikor ,befut” egy mésikba. Az élek maximaélis szama tehat §n(n -1)= (;)

A minimdlis élszam

2. feladat. Hany éle van minimélisan egy n szogponti Osszefiiggs grafnak?

Megoldds. A minimalis élszamu Osszefiiggs graf nem tartalmazhat kort, mivel a kor tetszoleges élének elhagyasaval
a graf nem vesztené el OsszefiiggGségét, viszont az élek szdma csokkenne. Eszerint a minimélis élszamu Osszefiiggs graf
fa. Megmutatjuk, hogy minden n szdgpontu fanak ugyanannyi éle van. Az élek k6z0s szama lesz a keresett minimum.

Abban a faban, amelynek egy pontjabol indul ki minden éle, n — 1 él van. Beldtjuk, hogy minden fa atalakithato
ilyen tipusava az élek atrendezésével anélkiil, hogy az élek szaméat csokkentenénk. El6bb azonban bebizonyitjuk, hogy
minden faban van elsé fokt pont. Tegyiik fel, hogy van olyan fa, amelyben minden pont foka nagyobb 1-nél. Induljunk
el tetszbleges palyan ezen a fan egy tetsz6leges pontbol. Mivel minden pont foka nagyobb 1-nél, minden pontbdl, ahova
utunk soran befutunk, tovabb tudunk menni. Két eset van: egyszer olyan pontba jutunk, amelyben mar jartunk, vagy a
palyanak sosincs vége. Az elsG eset azért lehetetlen, mert a grafunk fa, a masodik azért, mert a graf véges. Allitasunkat
ezzel belattuk.

Vegyiink egy tetszéleges fat. Tudjuk mar, hogy van benne els6 foki pont. Valasszunk egy tetsz6leges pontot, és ha
egy els6 foku pont nem a kivalasztottal van Gsszekdtve, helyettesitsiik a hozza tartozo élt a kivalasztott pontbol az els6
fokaba futoé éllel. Tegyiik ezt mindaddig, amig talalunk olyan els§ foku pontot, amelybe nem a kivélasztott pontboél
fut be él. Kozben se a graf fa-volta, se éleinek szdma nem véaltozik, és végiil minden él a kivalasztott pontbdél indul ki.
Megkaptuk azt a fat, amit akartunk, készen is vagyunk. Az n szégpontu Osszefiiggsd grafok kozott tehat a faknak van
a legkevesebb éliik, ezek mindegyikének n — 1 éle van.

Komponensnek nevezziik a grafot alkotd, 6nmagukban 6sszefiiggs részeket.

4. kérdés. Legalabb hany éle van az n ponti, k komponensd grafnak?

5. kérdés. Legalabb hény kor van az n ponti, k komponensi, e éli grafban?

A mazimadlis élszdm

3. feladat. Mennyi az élek maximalis szdma egy n ponta nem Osszefliggs grafban?

Megoldds. A maximalis élszamu, nem 0Osszefiiggd graf komponenseinek a szama csak ketts lehet, kiilonben két
komponenst még 6sszekdthetnénk egy tjabb éllel anélkiil, hogy a graf Osszefiigg6vé valna. Jeldljik az egyik komponens
pontjainak szamat x-szel, a masikét y-nal. Ha mind a két komponensben berajzoljuk az Gsszes élt, a kapott élek szama

® = (0)+ ()

Elegendd tehat a kovetkezs kérdésre valaszolnunk:

6. kérdés. Mennyi (1.) maximuma, ha z +y =mn, és z, y > 07

Az el6z6 feladatra egy masodik megoldas adhato a kiegészitd graf fogalméanak a felhasznélasaval. Egy G graf
kiegészits grafja az a G’ graf, amelynek a szdgpontjai ugyanazok, mint G-nek, és amelyben két pont akkor és csakis
akkor van Osszekotve, ha azok G-ben nincsenek 6sszekdtve.

4. feladat. Bizonyitandé, hogy ha egy graf nem 0Osszefiiggs, akkor kiegészits grafja Osszefiiggs.
kiilénb6z6 komponenseinek a pontjai 6ssze vannak kotve éllel. Legyen P és @ a G egyik komponensének két pontja,
és legyen R a G egy masik komponensének a pontja. Mivel G’-ben P is és () is Ossze van kotve R-rel, P és Q kozott
is fut pélya, G’ valoban Osszefiiggs.

Konnyen lathato, hogy a 4. feladat alapjin Gj megoldast adhatunk a 3. feladatra.

Szdmozott fik



5. feladat. Adott n egymastol szamokkal megkiilonboztetett pont. Hanyféleképpen lehet olyan fat elGallitani, amely-
nek ezek a szogpontjai?

Megoldds. Nézziik meg elGszor 4 pontra:

a) 4 olyan graf van, ahol az egyik pontboél 3 él indul ki:

2 4 3 1 2 3
1 3 }/ﬂ o L_o 4
. 1 2773 & ]

4
b) az olyan fak szama, melyekben 2 els$ foka és 2 masodfoku pont van, (2) -2 =12, mert a 2 els6 foku pontot

4
( 2) -féleképpen valaszthatjuk ki a 4 koziil, a két masodfokt pont pedig minden esetben felcserélhets. Ezek koziil

néhany:

4
12 . 2 13 2
Sl T ZA
3 4 3 2 3 4 4 2 3
Osszesen tehat 16 kiilonboz6 4 szégpontl szamozott fa van.

Szamoljuk ki 5 pontra is, hatha felfedeziink valami szabalyossagot!
a) 5 olyan graf van, amikor az egyik pontbél 4 él indul ki:

2 3
1 5
. 32 3 A 5 3
5 5 4 3 2
4 5 2 1 2 1 2 4 1

b) Most nézziik azokat a grafokat, amelyekben 1 harmadfoki, 1 masodfoku és 3 els6 foku pont van. Néhany példa:

5
S 2
! 3 2 01 4
2 3 3 1 4 5
A harmadfoku pontot 5-féleképpen valaszthatjuk ki. A masodfokut 4-féleképpen, végiil a maradék 3-bol azt, amelyik
a masodfoktuhoz kapcsolodik, 3-féleképpen. Az ilyen tipusu gréafok szama tehat: 5-4 -3 = 60.

¢) Még az az eset lehetséges, amikor 3 masodfoku és 2 els6 fokd pontbol all a fa. Mit tudunk ekkor rola? Az ilyen
graf ut. Az 5 pontot 5l-féleképpen rendezhetjiik sorba. Két szamozott graf nem szamit kiilonb6z6nek, ha ,yvisszafelé”



olvassuk a szdmokat, de barmely pontra igaz, hogy mindkét grafban ugyanazokkal a szdmokkal van 0sszekotve. Ezért

! ..
5= 60 kiilonboz6 utat készithetiink 5 pontbol. Osszesen tehat 5 + 60 + 60 = 125 6tszégponti szamozott fa van.

Eszrevehetjiik, hogy 16 = 4% és 125 = 53. Ebbdl azt sejthetjiik, hogy n szogpontt graf esetén valoszintleg n" 2 db
szamozott fa van. Ezt szeretnénk bizonyitani. Kombinatorikai ismereteink alapjan tudjuk, hogy az adott n kiilonb6z6
szam koziil — ismétléseket is megengedve — kivalaszthato (n — 2) tagi szamsorozatok szama éppen n™ 2. Elegendd
lenne tehat egy-egy értelmi megfeleltetést talalni egy szamozott fa és egy ilyen modon elGallitott (n —2) tagl szdmsor
kozott.

Elgszor probaljunk egyértelmien hozzarendelni minden fahoz egy szamsort! Ezt kddoldsnak nevezziik.

1. Keressiik meg a graf legkisebb sorszamu elsé foku tagjat. Irjuk le a hozza tartozo él masik végpontjanak szamat.

2. A tekintett két végpont altal meghatarozott élt hagyjuk el. Az igy nyert fara ismételten alkalmazzuk az el6z6
modszert mindaddig, amig a graf éppen 2 els6 foka pontbol all. Ekkorra elkésziilt a keresett szdmsor. Vizsgaljuk meg
a tulajdonsagait!

A kédban minden tag 1-gyel kevesebbszer szerepel, mint pontjanak fokszama, mert egy adott pont szamat annyiszor
irjuk le, ahanyszor valamely hozza kapcsolodd pont éppen a legkisebb els6 fokuva valik, mindaddig, mig a kiszemelt
pont legaldbb masodfokt. Amint azonban a vizsgalt pont maga is els6 foku lesz, akkor a hozza kapcsolodé magasabb
fokszamu pont szamat irjuk a sorozatba, vagy ha a hozza kapcsolodo pont is éppen elsé foki, akkor mar elkésziilt az
el6z6 1épésben a kdéd, nem irunk hozzé semmit.

Ezt a tulajdonsagot felhasznélva bizonyithatjuk, hogy a kod éppen (n — 2) taga. Mivel a fa éleinek szama (n — 1),
és minden él pontosan két pontba fut be, a fokszamok Osszege a faban 2(n — 1). Minden egyes pont éppen 1-gyel
kevesebbszer szerepel a sorozatban, mint sajit fokszama, tehat a kod elemeinek szama pontosan a fokszamok 6sszegének
és a pontok szaménak kiilonbsége, azaz 2(n — 1) —n =n — 2.

6. kérdés. Mi az alabbi fa kodja?
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Most mar a kodolas egyértelmiiségét bebizonyitottuk, azaz belattuk, hogy minden fa és egy (n — 2) tagu szam-
sor kozott fliggvénykapcsolat 1étesithets. Feladatunk a hozzarendelés masik iranyban is fenndllo egyértelmiiségének
bizonyitésa. Ezt dekddoldsnak nevezziik.

Rendezziik sorba nagysag szerint a kodban nem szerepls, n-nél nem nagyobb természetes szamokat. Ezek a fa
els6 foka pontjai. Rajzoljuk fel lépésenként a grafot a kovetkez6 modszerrel. A kodolas elsG 1épésének megfelelGen a
dekodolast a legkisebb elséfoki pont és a kdd elsd szama kozotti él berajzolasaval kezdjiik. Ezutan hagyjuk el a kod els6
tagjat. Ha ez éppen masodfokt pont volt (a kodban egyszer szerepelt), akkor most az els§ fokuak sorozataba illesztjiik.
Ha legalabb harmadfoku volt, egyszertien toroljik az elsé helyrsl. A berajzolt elséfoku pontokat a késébbiekben nem
vessziik figyelembe.

Mivel minden egyes él berajzolasaval a két végpont még meg nem rajzolt, de az eredeti grafban meglevs fokszama 1-
gyel csokken, az 0j kod a keresett fa még be nem huizott éleire mint grafra nézve megtartja eredeti tulajdonsagait, annak
kodszorosa. A lépéseket addig ismételjiik, mig kodunk végiil egyetlen szdmot tartalmaz. Modszeriinknek megfelelGen
Osszekotjiik a legkisebb els6 foku ponttal. igy kédunk elfogyott”, és maradt két els§ foki pontunk. Ezeket Osszekotve
megkaptuk a teljes grafot. Mivel a kédolas és dekodolas lépésenként egyértelmid volt, igy megfeleltetésiink valéban
egy-egy értelmd.

Belattuk tehat, hogy n ponti szamozott fak szama n

7. kérdés. Melyik fa felel meg a 2, 7, 13, 13, 13, 1, 5, 7, 13, 13, 9, 6 szamsornak?

Ugyanezt a problémat mas moédon is megoldhatjuk. Atkodolas:

A legkisebb els6 foka pontbol induljunk el a kovetkezs legkisebb felé. Irjuk sorba egymas mellé azon pontok szamat,
melyeken athaladtunk. A két els6 fokut ne irjuk le. A bejart élek elhagyasaval keletkezd grafban keressiik meg ismét a
legkisebb els6 foku pontot. Az el6z6 1épésben leirt ttnak biztosan van olyan pontja, ahonnan elagazik egy mésik ut e
pont felé, hiszen a graf Gsszefiiggs. Most csak ezt az elagazasi pontot irjuk le, s utana az 4j atvonalon megint azokat,
amelyeken athaladtunk. Ezt az eljarast addig folytassuk, amig vannak elsé foki pontok, még leiratlan utak.

Nézziik meg, hogy melyik pontot hényszor irtuk fel. A kiindul6 graf elsé foka pontjait egyszer, a tObbit egyszer
amikor dtmentiink rajta és még annyiszor, ahanyszor elagazéasi pontként szerepelt. Amikor dthaladunk egy ponton,
két élt hasznalunk, ezért minden pontot a fokszamanal 1-gyel kevesebbszer frunk le. A kod hossza tehat most is n™ 2.

n—2



Most még azt kell megnézni, hogy minden olyan (n — 2) taga sorozatnak, amelyben n-nél nem nagyobb termeé-
szetes szamok szerepelnek (egyszer vagy akar tobbszor is), egyértelmiien megfeleltethet egy graf. Ehhez a kovetkezd
dekodolast hasznaljuk.

Nézziik meg, mely szamok nem szerepelnek a kédban. Ezek az elsé foka pontok. Vélasszuk ki koziiliik a legkisebbet.
Ezt 6sszekotjiik a kod els6 tagjaval, azt a masodikkal és igy tovabb, mig egy szdm meg nem ismétlgdik. Az ismétlgdés
el6tti ponthoz a kovetkezs legkisebb elsd fokut kapcsoljuk. Ezutdn menjiink az ismétl6d6é ponthoz, amely elagazast
jelent, és rajzoljuk meg az Gjabb utvonalat. Ismét egy-egy értelmi megfeleltetést végeztiink tehat, mert a kodolas is,
a dekodolas is 1épésenként egyértelmd.

8. kérdés. Mi eszerint a kovetkezd graf kodja?

9. kérdés. Minek a kodja a 4, 3, 10, 9, 13, 8, 8, 3, 5, 5, 5, 2 szamsor?

Egy gyakorlati probléma

6. feladat. Tekintsiink egy telepiilésrendszert, ahol a falvakat utakkal szeretnénk 6sszekotni. A telepiiléseknek a graf
pontjai, az utaknak az élek felelnek meg; feltiintetve az utak araranyat, keressiik azt az uthélézatot, melyen barmely
helységhdl eljuthatunk barmely masikba, és melynek koltsége minimalis.

Megoldds. Azt az Osszefiiggs grafot keressiik tehat, amelynél az élekhez tartozé szamok Osszege minimaélis. Legyen
modszeriink a kovetkezd.

Huzzuk be a legkisebb szamu éleket addig, mig 6sszefiiggd grafot nem kapunk. Amint 6sszefiiggs lett a graf, nézziik
meg, van-e benne kor. Ha van, akkor minden talalt korbgl kihtzhatunk egy élt, hiszen ekkor még Gsszefiiggé marad
a graf, viszont a szdmok Osszege csokken. Nyilvanvald, hogy legcélszertibb a korok legmagasabb szamu éleit elhagyni.
Az igy kapott authalozat lesz a minimalis koltségd, mivel a megépitett utak szama miniméalis (hiszen fat kaptunk

eredményiil).
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Ha barmely utat egy masikkal helyettesitenénk, a koltség novekedne, mivel a be nem hizott utak vagy azok,
melyekhez még nem jutottunk el az Gsszefliggség elérése el6tt, tehat minden behtzott élnél nagyobb szam tartozik
hozzajuk; vagy pedig a korok ,kikiiszobolésénél” hagytuk el Sket, ekkor viszont megint csak felesleges lenne a csere,
hiszen a ,legdragabb” élt hagytuk el, a kor maradék élei mind ,olcsébbak”.
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10. kérdés. Milyen uthalozatot kapunk a fenti grafra a leirt modszer alkalmazasaval?

Megolddsok 1. b, c; 2. b,d; 3. ¢;4.n—k; 5. e+k—mn; 6.9715551999; 7. a) abra; 8. 8, 2, 3, 8, 8, 8, 10, 14, 6, 12,
9,9; 9. b) abra; 10. c¢) abra.

Csoporttarsaink a kovetkezok: Banlaki Jozsef, Barabas Tibor, Fried Katalin, Kovacs Gabriella, Mérs Katalin, Pallai
Katalin, Szencsés Laszld6 Tanarunk: Halmos Istvanné. Amit cikkiinkben k6zoltiink, veliik egyiitt csindltuk.



