Mit tudhat egy szamololed]?

Nem egy tj szerkezetd logarlécet kivanok itt ismertetni, inkdbb egy modszert, aminek a segitségével magunk
készithetiink kiilonbozé kétvaltozos fiiggvények értékének gyors kiszamitasara szolgalo eszkdzt. Minden szamolévonalzo
miikodése szakaszok Osszeadasan alapszik. Ha két mm beosztést vonalzét egymas mellett elcstsztatunk, akkor 2 jegy
pontossaggal tudunk Gsszeadast gyorsan elvégezni. Az egyik Osszeadanddt megkeressiik az egyik vonalzon, a maéasik
vonalz6 ,0” jelét hozzaallitjuk, s a masik vonalzén megkeresett érték alatt leolvassuk az eredményt. Példaul az 1.
abran a 4,6 4+ 3,9 = 8,5 Gsszeget szadmoltuk ki.
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1. dbra

Ha a kezd6ponttol az egyik 6sszeadandd ¢ mm-re, a méasik dsszeadando ett6l b mm-re van, az Gsszeg (a +b) mm-re
lesz. Ha nem mme-es (egyenletes) beosztast skalat, hanem logaritmikus beosztéasa skalat alkalmazunk, akkor a szorzast
tudjuk pillanatok alatt elvégezni. Hiszen az egyik tényez6 lg a mm-re, a masik lg b mm-re van a kezd6ponttdl, s a
szorzat lg (ab) = lg a +1g b mm-re van (ha a skilakat a vonalzéhoz hasonléan mozgattuk). Igy a szorzast szakaszok
(Ig a éslg b mm hosszi szakaszok) Osszeadasara vezettiik vissza. Példaul: 2,5 - 3,5 = 8,75 (2. abra, lasd a II. o. gimn.
tankonyv 300. oldalat és Balogh Arthur: A logarléc c. kdnyvének , A léc kezelésének alapelvei” c. fejezetét a 19-21.
oldalakon.)
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2. dbra

Az altalanosan hasznalt és a boltokban is kaphato logarlécek két logaritmikus skélat és tobb segédskalat (sinus,
tangens, exponencialis, négyzetes, reciprok értékek kiszamitasara szolgald skalakat) tartalmaznak. Ezek segitségével
gyorsan ki lehet szamolni bizonyos két valtozos fiiggvények helyettesitési értékét, de csak egy véltozos fliggvényekre
val6 lebontassal. Kozben a részeredmények lejegyzése, Osszeadasa és tobb léc vagy ablakeltolas is sziikséges. Ez f6leg
bonyolultabb képleteknél, vagy sok, ardnylag egyszerid képlet egymés utdn valé hasznalatakor jelent nehézséget, hi-
balehet&séget. Modszeremmel bizonyos tipusa kétvaltozos fliggvények értéke egyetlen beallitassal leolvashato, s a fent
emlitett kellemetlenségek megsziinnek.

Moédszerem a kovetkezd: tartozzon harom alkalmasan megvélasztott skala minden speciélis feladathoz. Ha az egyik
valtoz6 nem dnmagéban szerepel, hanem valamely egyvaltozos fiiggvényében (pl. 2 + 823 + \/z, vagy lg a!), akkor
ne kelljen ezt kiilon (més skdlan) ,kiszamolni”, hanem a fiiggvény értéke mar magan a skalan legyen &brazolva. De
hogyan? Készitsiink gondolatban egy egyenletes beosztasu skalat (vagy dolgozzunk milliméterpapiron). 0-t6l induljunk,
de ne azt irjuk a skilara, hogy hany egységnyi tavolsdgra vagyunk a kezd&ponttol, hanem azt az x értéket, amit ha
behelyettesitiink a szoban forgo fiiggvénybe, akkor a kezdponttol meért (elGjeles) tavolsagot kapjuk. Hogy érthetébb
legyen, mondok egy példat. Vegyiik pl. az (:102 + z + 1) polinomot. Ekkor pl. a 0-t6l 3 egységnyire levé ponthoz nem
3-at frunk, hanem 1-et, mert 1-1+ 1+ 1 = 3. Hasonléan 7 helyére 2-t, 13 helyére 3-at irunk és igy tovabb. Ezt
barmilyen szigortian monoton fiiggvénnyel megtehetjiik. Igy az eredményt nem kell mas skalara atiiltetniink, amivel
hibakat és pontatlansagot keriilhetiink el. S6t le sem tudjuk olvasni az értékeket (erre kiilon skéla kellene, egységnyi
beosztasokkal), de mi nem is akarjuk tudni ezeket az értékeket, csak szamolni veliik.

Ha mar a helyettesitési értéket felrajzoltuk a milliméterpapirra, akkor egy masik milliméterpapirra egy masik egy
valtozos fiiggvényt rajzolunk fel, pl. az y* — y + 1 fiiggvényt. Itt az egyes szam egységnyire lesz a 0-tol, a kettes 3, a
harmas 7 egységnyire stb. Mire volt jo e két skala elkészitése? Ha alaposabban megnézziik, mar csak egy lépés valaszt
el az igazan hasznos logarléctdl, de ne vagjunk a dolgok elébe, elébb fejezziik be az altalanositast. Mivel két egyenletes
skalaval dolgozunk, ezért a két skala egymas melletti elcstsztatasaval a fiiggvényértékeket OSSZEADHATJIUK vagy
KIVONHATJUK. Formulaval f(x) £ g(y). Ha az igy kapott eredmény leolvasasara szolgalo egyenletes milliméter-
skalat is atalakitjuk az el6bbi két skalahoz hasonloan, akkor a mar kapott eredmény EGYVALTOZOS fiiggvényét
kapjuk, formulaval: F(f(z) £ g(y)), ahol F tetszSleges (szigorian monoton) egyvaltozos fiiggvény lehet.

LOrommel kozdljiik ezt a cikket, mert ezzel is batoritani akarjuk olvasoinkat, hogy kiildjék meg nekiink kutatasaik kozlésre érdemes
eredményeit. — A Szerk.



A leolvaso skala elkészitése: ki kell szamitanunk, hogy az alapskala minden egyes pontjdhoz tartozé szamot F'(z)be
helyettesitve milyen eredményt kapunk, s ezt irjuk a ponthoz. Tulajdonképpen az (f(z) + g(y)) eredményt helyezziik
az F(z) egy valtozos fiiggvénybe, és az eredményt irjuk a skéléara.

Mivel tovabbra is az egészeket szeretnénk a skilakon feltiintetni, az eddig elmondottak azt jelentik, hogy az allo
(illetve a mozgo) skalan az n egész helyét az origotol szamitott f(n) (illetve g(n)) milliméterre jeldljiik ki, az allo skala
folott elhelyezett leolvaso skalan pedig az n egészet az origotol F*(n) milliméterre tessziik, ahol F~' az F fiiggvény
inverze.

Nézziink egy egyszert példat! Mindenki ismeri Pitagorasz tételét, melynek csak a® + b% = ¢? része érdekel minket.
Ebbél a sokszor hasznalt képlet: z = /22 + y2. Ebben az esetben f(z) = z? és g(y) = 2, tehat f(z) = g(y),
ezért két egyforma skilaval dolgozunk. Ha a leolvaso skalat is elkészitettiik, azt a miiveletvégzs skaldkhoz teljesen
hasonlénak talaljuk. Ha végiggondoljuk, hogyan is készitettiik el a skalakat, akkor ez egészen természetesnek fog tinni.
Az f(z) és g(y) skalak a négyzetre emelés skalai, F(z) pedig ennek inverzéé, a négyzetgyokvonasé, de f(x) skalajat
forditott modon készitettiik el, mint F'(z)-ét. A leolvaso skala igy felesleges, két skalaval is szamolhatunk. Egyetlen
léceltolassal — feltéve, hogy megfelels alapra felragasztottuk a skaldkat — elvégezhetjiik a szamolast. Megtakaritottuk
a Fliggvénytablazat haromszori alkalmazasat és egy Osszeadéast. A kész skilakat a 3. dbran lathatjuk, egy alkalmazasi
példaval egyiitt (3% + 4% = 52).
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3. dbra

Eszkoziink persze arra is hasznalhaté, hogy az atfogo és az egyik befogd hosszabol a masik befogd hosszat megha-
tarozzuk. (Hogyan?)
Nézziink bonyolultabb példak utan! z2 + pz 4+ ¢ = 0 masodfoku egyenlet megoldoképlete:

P p?
=44/ —q
x1,2 5 2 q

Lathatjuk, hogy jelenlegi modszeriinkkel a képlet kiszamitasara egyetlen léceltolas nem elegends. De a benne sze-
replé \/p%/4 — q kifejezés mar megfelel céljainknak, ezt ugyanis az f(z) = p?/4 és q(y) = —q, valamint F(z) = /2
fiiggvényekkel ki tudjuk szamolni.

Az f(x) skala megrajzolasakor a kezdGponthoz ismét a 0 szam keriil (mert 0%/4 = 0). Az 1-es szamot 0,25 mm-re
rajzoljuk, a 2-es szdmot 1 mm-re (mert 12/4 = 0,25 és 22/4 = 1), és 4ltalaban az n szamot n?/4 mm-re.

A g(y) = —y skala elkészitése — remélem — nem okoz kiilondsebb nehézséget, hiszen az egy olyan forditott szém-
egyenes, amelynek egysége e = 1 mm. J6, ha a nulla a skala kézepén van, hiszen pozitiv és negativ szdmokkal egyarant
szamolni fogunk. Mivel most mar F~! nem azonos f-fel, sziikségiink van a leolvaso skédlara ez kiilonben azonos az
el6z6 példaban szerepls skilaval (4. abra, a cstszka allasa szerint /(6,3/2)2 — (—=18) = 5,3).
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4. dbra

Tulajdonképpen f(z) most nem monoton, de szerencsénkre péros fliggvény, igy a +n, —n szamokat egy helyen
tiintethetjiik fel a skalan. Furcsanak taladlhatjuk, hogy az F' skala minden z szama alatt az f skala 2z pontja talalhato.
De ha utanagondolunk, hogy egy tetsz6leges P ponthoz milyen tulajdonsagt szadmot irtunk ezeken a skaldkon, akkor
ez természetes lesz.



A masodfoka megoldoképlet ezen részénél tehat megtakaritottuk a Fliggvénytablazat kétszeri alkalmazasat, egy
osztast és egy kivondst. Lathato, hogy ez a logarléc mar egyszertbb feladatoknal mekkora segitséget nytjt, hat még
bonyolultabbaknal!

Csak néhany példat mutatok a matematika, fizika és a csillagészat targykorébdl:

a

log b fa)=lg(ga),  g¢(b)=lg(lgh),  F(z) =10
nlk!, f(n) =1g(n!), g(k) = 1g(k!), F(z) =107

a harmadfoku egyenlet megoldoképletének egy részlete:

VI RT+ /4, f(p)=p%/21, gle)=d*/4,  F(z) =z

a Lorenz—transzformécio;
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és még sok egyéb képlet, példaul 1/t+1/k+1/f =0, vagy sin a/sin 3, r*-m/3 stb. De ezzel logarléciink lehetGségeit
még mindig nem akndztuk ki. Haszpra Otté és Palmay Lorant Nomogramok cimi kényvében (Tankonyvkiado, Bp.,
1962. a tovabbiakban H. P.) az 52. oldalon modszert taldlunk az

af(@)g(y) +bf(x) +cg(y) + dh(z) +e=0

alakt kapcsolatok f(x) + g(y) + h(z) = O alakra hozasara, és megjegyzéseket arra nézve, hogy mely Osszefiiggések
hozhatok abrazolhatd alakra. Az Osszes ilyen Osszefiiggés kiszamitdsara készithetiink logarlécet. A skalak elkészitése
el6tt is érdemes gondolkodni az atalakitasi lehet&ségeken, mert a szerkesztés esetleg lényegesen egyszertisithetd.

Nézziik a tobbvaltozos fiiggvényeket. Ha ezzel a modszerrel dolgozunk, akkor a cikk elején, a skaldk alkalmazasaval és
elméletével kapcsolatban irtakat teljes indukciészeriien ismételve s az el6bb emlitettekkel egybevetve belathatjuk, hogy
az alabbi modszerrel lehet tjabb valtozokat bevezetni. A leolvasott F' ( fz) £ g(y)) eredmeényt tekintjiik u véaltozonak,
és az x, y valtozokhoz hasonléan a H(h(u) + k(v)) fiiggvényt szamoljuk ki. Az eljarast folytatjuk, ameddig meg nem
unjuk, kiszdmolhatjuk az

’U2
Fon) =togt, g =3 (1- 2 ). P =107

Flo. (fslfr(@) & fo(wa)] & falwa) £) ... ]

figgvényt, ahol z = x; és f(x) = z,, = f(y) is lehet. Itt Ggy jartunk el, mint a nomogramoknal, amikor tobb valtozos
fiiggveény értékét kellett kiszamitanunk (lasd H. P. 72. oldal).

Visszatérve a kétvaltozos fliggvényekre, szeretnénk elérni, hogy olyan fiiggvények helyettesitési értékét is tudjuk
léccel szamitani, amelyek nem az eddig targyaltak tipusdba tartoznak. Vagyis nem x-nek és y-nak vessziik egy—egy
egyvaltozos fliggvényét, és a két fliggvényt adjuk Ossze, és az eredménynek vessziik egy egyvaltozos fliggvényét. Sziikség
van erre, mert altalaban a kétvaltozos fiiggvények nem ilyen tipustiak, mint azt a /zy + zy, vagy (=¥ Jy? — x?y)™
példak mutatjik. Lehet-e az eddig targyalt modszerrel (amely a szakaszok Osszeadasan alapszik) szerkeszteni olyan
lécet, amely az altalanos f(z, y) kiszamolast gyorsan elvégzi, csak a két skalan beallitott z, y szdmok segitségével?
A vélasz: nem lehet. Ennek a belatasat az olvasoéra hagyjuk. Jo6 lenne pedig altalanosabb kétvaltozos fliggvényeket is
szamololéccel szamolni. Ha barkinek volna hasznalhaté Otlete, irja meg nekem.

Most a logarléc gyakorlati elkészitéséhez szeretnék adni néhény hasznos tanacsot. Fontos a skalahossz és az egység
megvalasztasa. Ha a skala hosszat és az abrazolni kivant intervallumot megadjuk, akkor egyszerd szamitéssal meg-
hatarozhatjuk az egységet, és a skalat elkészithetjiik. Ha viszont az abrazolni kivant intervallum és a pontossag van
megadva, akkor mar nehéz a skala hosszanak vagy egységének a megallapitasa.

Az egyenletes skala abszolut hibéja, a logaritmikus skéla relativ hibaja allandé egy logarlécen beliil, de mas skalanak
sem a relativ, sem az abszolut hibaja nem allandé. Ha tdl nagy az egység vagy tul kicsi, bizonyos szdmok nem lesznek
olvashatéak. En a 250 mm-es skalat ajanlom, mely eléggé attekinthets és konnyen kezelhetd, ezenkiviil a megfelels
egység megallapitdsa mellett eléggé pontos. Legtobbszor az 1 mm-es egység a legmegfelelébb. A kereskedelemben
kaphato logaritmikus papir 90 mm-es egysége legtobbszor megfelels. (Lasd H. P. 90. oldalanak utolsé bekezdését, és a
19. oldalon kezd6ds ,,Adott pontossagu skala elkészitése” c. fejezetet.)

Rajzlapbol elkészitve hasznos kis segitséget kapunk gyors szamolasok elvégzésére. A lg x fliggvény &brézolésahoz
180 mme-es, az ! fiiggvény elkészitéséhez 9; 0,9; 0,09; és 0,009 mm-es egységeket ajanlok. A skaldk elkészitésekor a sok
és bonyolult, attekinthetetlen szamolas helyett egyszertibb megszerkeszteni a skalat. Ha elég nagy abrat készitiink, és
elég gondosan dolgozunk, szerkesztésiink nem lesz pontatlanabb, mint a kiszamitott értékek felrajzolasa esetén.

A modszer azon alapszik, hogy ha az f(x) fliggvényt az el6bb ismertetett modon miveletvégzs skalan abrazoljuk,
és utana felrajzoljuk a szam 0-t6l vald tavolsagfiiggvényt Descartes—féle koordinata—rendszerben, akkor ugyanolyan
leképezési gorbét kapunk, mintha az eredeti fliggvényt dbrazoltuk volna. Ez magétol értetédonek fog tiinni, ha arra
gondolunk, hogyan is szerkesztettiik meg a fiiggvényskilat. Innen mar konnyd kitalalni azt a moédszert, amellyel a
okala szerkesztése fiiggvénygorbe alapjan” lehetéve valik.



1. lépés: derékszogi koordinata—rendszerben abrazoljuk az f(x) fliggvényt.

2. lépés: az x tengely nevezetes pontjaibol (egész, esetleg fél, tizedes, 7, e, C' stb.-bdl) merdlegeseket allitunk. A
merGlegesek és a fiiggvénygorbe metszéspontjait kivetitjiik az y tengelyre.

3. lépés: a kivetitett pontokhoz azon szamokat irjuk, amib6l kiindulé meréleges metszéspontjanak kivetitett képe
(. az 5. abrat).
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5. dbra

4. lépés: az Gjraszamozott y tengely megadja a miveletvégzs skalat. Azt allapithatjuk meg, hogy ha a fiiggvény
derivéltja n6, akkor az egész értékek kozti tavolsag a skaldn ng, és ha a derivalt csdkken, a beosztasok kozti tavolsag
is csokken.

Ezt konnyt belatni. Ha az osztasokat (az egészek osztasait, amik a hosszskilan egyenletesen helyezkednek el) a
fiiggvénygorbén keresztiil az y tengelyre kivetitjiik, a logarléc elkészitett miveletvégzs skaldjanak beosztasait kapjuk.
Ha megvizsgaljuk az x tengely osztasainak és kivetitett képeinek viszonyat, felismerhetjiik a kapcsolatot a fiiggvény
derivaltjaval (1. az 5. abrat).

Ha t6bb skala azonos, és mindegyik a lécen vagy mindegyik a testen van (vagy az egyiken abrazolt szamok n szeresei
a masikon abrazolt szamoknak), felesleges mindegyiknek kiilon skélat késziteni. Elég egy megkiilonboztetd szinnel az
egész szamok folé n-szeresiiket is folirni, figyelmeztetésiil (lasd a masodfoka egyenlet megoldoképletének f(z) és F(z)
skalait). A gyakorlas utén egészen kénnyen és gyorsan hasznaljuk majd logarléciinket, akarcsak a megszokott altalanos
léceket. Még ajanlom H. P. 26. oldalan taldlhato ,Skala szerkesztése fiiggvénygorbe utan. Grafikus interpolacié” c.
fejezeteit. A szerkesztéseknél felhasznalhato a ,Fiiggvényhalozatok” c. fejezet is.

A logarléc hasznéalhatosagat még az is megszabja, hogy az dbrazolt tobbvaltozos fliggvény milyen gyakran fordul
el§, és milyen bonyolult, milyen hamar és pontosan lehet a logarléccel kiszamitani.

Végiil, de nem utolsésorban koszonetet mondok Békefi Zsuzsanna tanarnémnek, aki onzetleniil segitett cikkem
megirasaban.

Mindenkinek sok 6romet és sikert kivanok sajat készitést szamololécének hasznélatahoz!

Szalkai Istvan III. o. t
Veszprém, Lovassy Laszl6 Gimnazium



