(III. rész)

Tudnivalok. A sorozat els6 része az 53. kotet 2. szam 49 — 52. oldalan, a masodik rész az 54. kotet 1. szam 1 — 3.
oldalan talalhato.

A feladatok megoldéasara pontversenyt nem irunk ki, de a legjobb megoldok k6zott konyvutalvanyokat sorsolunk ki.
A megoldasokat kérjik a lap megjelenését kdvetd honap 20-ig a szerkesztGség cimére (1443 Budapest, Postafiok 129)
bekiildeni. A boritékra irjak ra megoldéink: Pell-féle egyenletek. A megoldasokat nem sziikséges kiilon lapra irni, de
mindig irjak ki, hogy melyik feladat megoldasa kovetkezik. Bar a feladatok egymaésra épiilnek, nem sziikséges mindegyi-
ket megoldani. Egyes feladatokat gy is megoldhatunk, hogy elfogadjuk az el6z6 feladatok allitdsanak helyességét. Az
hogy a feladatokkal kapcsolatban minden véleményt, felmeriilt kérdést irjanak meg.

A sorozatot a jov6 tanévben is folytatni fogjuk, tjabb hérom részben. A szeptemberi szamban kozoljiik, hogy kik
nyertek konyvutalvanyt.

Az 1. rész feladataira helyes megoldés kiildtek: Balazs Ivan Jozsef, Bodo Zalan, Filakovszky Péter, Kiss Margit,
Knébel Istvan, Seress Akos, Spissich Laszlo és Szabo Sandor. A II. rész feladataira csak Szabé Sandortol érkezett
megoldas (igy & természetesen nagyobb eséllyel vesz részt a sorsolason). Annak az oka, hogy ilyen kevés megoldas
érkezett, talan az lehetett, hogy a II. rész feladatai igen egyszertek voltak. E feladatokra azonban sziikség volt, mert
ezek szolgaltatjak a technikai alapot a tovabbiakhoz.

A II. részben Kkitiizott feladatok megoldasai

6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az Gsszeadas, kivonas és szorzéas sem a Q[\/E], sem a Z[\/E] halmazbdl nem vezet
ki; tovabba a Q[\/B] halmazbol nem vezet ki az osztas sem.

Megoldds. Annak a bizonyitasa, hogy az Osszeadas, kivonas és szorzas sem a Q[\/B], sem a Z [\/5] halmazbol
nem vezet ki, vagy réviden, hogy e miveletekre zartak, azon fog milni, hogy ezekre a mitiveletekre mind a racionalis,
mind az egész szamok halmaza zart. A végett, hogy a szamolésokat ne kelljen mindkét esetben kiilon elvégezni, egy
olyan allitast bizonyitunk be, amely specialis esetként tartalmazza mind a Q[vD]-re, mind a Z[vD]-re vonatkozo
allitasunkat.

Legyen H a raciondlis szamoknak egy olyan részhalmaza, amely zart az 6sszeadasra, kivonasra és szorzasra, és ezen
feliil tartalmazza a D szamot is. Jeldlje tovabba H [\/5] azokat az a + bv/D alaki szémoknak a halmazat, amelyekre
a is és b is eleme a H halmaznak.

Ha a +bVD és ¢ + dvV'D elemei H[V D]-nek, akkor

(a+bVD) + (c+dVD) = (a+c) + (b + d)VD,
(a+bVD) — (c+dVD) = (a —c¢) + (b— d)VD,
(a+bVD) - (c+dVD) = (ac+ bdD) + (ad + be)V'D.

Feltétel szerint a, b, ¢, d, D a H halmaz elemei. Mivel e halmaz az 6sszeadasra, kivonasra és szorzasra zart, ezért
ugyancsak elemei a H halmaznak az

a+c, b+d, a—c, b—d, ac+bdD, ad+bc

is, ami azt bizonyitja, hogy H [\/l_)] valéban zart az Osszeadésra, kivonasra és szorzasra.

Ha most H-nak specialisan a racionélis szamok @ vagy az egész szamok Z halmazat véalasztjuk, akkor éppen a
kivant allitast kapjuk, mivel D eleme az egészek, és igy a racionélis szamok halmazanak is.

Most mér csak azt kell bizonyitani, hogy ha (a+bV'D) és (c+dv D) elemei Q[vV/D]-nek, akkor (a+bv'D)/(c+dvVD)
is eleme; feltéve, hogy a nevezs nem 0.

Ennek az allitasnak a bizonyitasara felhasznéaljuk a 9. feladat allitdsanak egy részét. Nevezetesen azt, hogy barmely
o = a + bVD esetén N(a) racionalis, és ha a # 0, akkor N(a) # 0 is igaz. Az els6 allitas azonnal kiovetkezik a
N(a) = a® — b*D alapjan. A maésodik igazolashoz tegyiik fel, hogy N(a) = a® — b2D = 0. Ebbsl bv/D = a vagy
bvD = —a kdvetkezik. Ha b = 0, akkor a = 0 is igaz, amibél o = 0 is adédik. Egyébként viszont VD racionalis szam
lenne, ami csak ugy lehetne, hogy D — feltevésiinkkel ellentétben — négyzetszam volna.

Az osztésra valo zartsag bizonyitaséhoz visszatérve, azt kell tehat kimutatni, hogy ha o # 0 és 3 eleme Q[vV/D]-nek,
akkor 3/« is eleme. Erre a

p_pa_ ba

a aa N(a)

Osszefiiggést kapjuk, ahol @ is Q[\/B]—beli, tehat a szorzasra valo zartsag alapjan Sa is az. Tovabba a jobb oldalon 4ll6

tort nevezGje 0-t0l kiilonboz6 racionalis szam. Az altalanos esetet tehat arra a specialis esetre vezettiik vissza, amikor

a+b/D a b

— = —+ —V/D alapjan ismét Q[VD] eleme, mert ¢ # 0 miatt a/c és
c c c

raciondlis szammal kell osztani. Ez pedig

b/c is racionalis.



7. feladat. Bizonyitsuk be az alabbi Osszefiiggéseket:
@=a, (a+p)=a+pB, a-B=a- B

Megoldds. Legyen a = a + bvV/D, 3 = ¢+ dv/D. Ekkor:

@ =(a—b-VD)=a—(=b-VD)=a+b/D = o
(@+B)=(a+ec)+(b+dVD=(a+c)—(b+d)VD=a+p;
a-fB = (a+bVD)(c+dVD) = (ac+ bdD) + (ad + be)V'D =
= (ac+ bdD) — (ad + be)VD = (a — bVD)(¢c — dVD) =a - B.

8. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az a-nak az @ elemet megfeleltetve, a Q[\/B]—nek egy onmagéara vald kolcsondsen
egyértelmi megfeleltetését kapjuk; tovabba, hogy ez a leképzés pontosan a Z [\/5] elemeit képezi le a Z [\/l_)]—be.

Megoldds. Mivel @ is Q[vV/D]-ben van, ezért a megfeleltetés Q[vV'D]-t Q[v/D]-be képezi le. Azt kell belatni, hogy ez a
megfeleltetés mindkét irdnyban egyértelmd. Az vilagos, hogy minden elem egyértelmiien meghatarozza, hogy 6 minek
a képe. Ehhez azt is be kell latni, hogy Q[V/D] minden « eleme kép; ami azonnal adédik, mert a 7. feladat szerint

(@) = a, és igy « az @ képe. Tegyiik most fel, hogy egy elem az a-nak is és a S-nak is képe, azaz @ = 5. Ebbdl azonnal

kovetkezik, hogy o = (@) = (B) = B; vagyis a kép egyértelmiien meghatéarozza az eredeti szamot.

Ha o eleme Z[V/D]-nek, akkor, & = a + bvV'D és az a, b szamok egészek. De igy a és —b is egészek, amibél kapjuk,
hogy @ = a — bV/D is Z[V/D]-ben van. Ha marmost @ eleme Z[vD]-nek, akkor o = (@) is Z[vV/D] eleme, tehat a
kolesonds egyértelmiiség miatt csak a Z[v/D]-beli szamok képe lesz Z[v/D]-ben.

9. feladat. Bizonyitsuk be, hogy N(a - ) = N(a) - N(8), N(a) racionélis és Z[v/D]-beli a-ra egész; tovabba
N(a) = 0 pontosan akkor igaz, ha a = 0. L _

Megoldds. N(a) = - @ alapjan a 7. feladatban bizonyitottakat felhasznalva: N(a-8) = (af)- (af) = a-f-a-f =
(a@) - (BB)N (a)N(B), ami bizonyitja a feladat elsg allitasat.

Ha a = a+ bVD, akkor N(a) = a®> — b? - D racionalis, mert a, b, D racionalisak. Ha a eleme Z[v/D]-nek, akkor a,
b — és persze D is — egészek, amibdl kovetkezik, hogy N(a) is egész.

Ha o = a+bVD és N = N(a) = a®> — b*D = 0, akkor — mint a 6. feladat bizonyitasanal lattuk — fennall az
a=b=0, amib6l a« = 0 adodik. @ = 0 esetén N(a) = « - @ = 0 nyilvanvaléan kovetkezik.

A Pell-féle egyenlet egy megoldasanak meghatarozasa

Az els6 kozleményben lattuk, hogy a
(P) w2 —Dy?* =1

Pell egyenletnek (ahol D nem négyzetszdm) olyan pozitiv x = p, y = ¢ megoldasait érdemes keresni, amelyre p/q a
v/ D-nek jo kozelitése. Valoban, p> — Dg® = 1 esetén

¢<lp+qVD| é (p—qVD)=1

alapjan

‘1_9_\/1_)’ :l|p_q\/1_)|:l; oL

q q q|p+qVD| &

kovetkezik. Marpedig azt lattuk, hogy ilyen tulajdonsagu p/q tort végtelen sok van. Emlitettiik azt is, hogy e kozelits
tortekbdl valogatjuk ki azokat, amelyek a (P) egyenlet megoldasat szolgaltatjak. Célunk most csupéan egyetlen ilyen
megoldas megkeresése lesz. Ehhez sziikségiink van arra, hogy az a + bV/D alaku szamokkal (a és b raciondlis szamok)
kiilonb6z6 miveleteket végezhessiink. E célt szolgalta el6z6 kozleményiink.

Mindenekel6tt nézziik meg, hogy ha a p és g egész szamok kielégitik a b VD
q
egyenls p? — Dq*? Erre néhany tablazatot készitiink. (A tablazatok szamitastechnikai segédeszkoz igénybevételével
késziiltek; ezek elkészitése, de talan még ellendrzése is, egyébként igen hosszadalmas és faraszto volna.) A tablazatok
folé kiirjuk a D szamot (D = 2, 3, 5, 6, 7), aldja sorban a (p, q) szampart, ¢-t novekvs sorrendben irva, amig 100-at
el nem éri és a szampar mogeé irjuk az N = N(p + ¢V D) = p? — ¢*D széamot. (1. tablazat).

1
< —; feltételt, akkor mivel lesz
q

1. tabldazat



D=2 | N D=3 | N D=5 N D=6 | N D=7 | N
Ly |-1 (@1 |-2 21 |-1 @) |-2 @1 |-3
21 | 2 @1 |1 (3,1) 4 361 |3 31 |2
32 |1 (32 |-3 42 |-4 (2 |1 (52 |-
43) |-2  (53) |-2 (7,3) 4 (104) | 4 (83) 1
75 |-1  (14) | 1 (9,4) 1 (229) |-2  (16,6)

10,7) | 2 (127 |-3 (15 |[-4 (2711) | 3 (37,14) |-3

1712) | 1 (19,11) [-2  (18.8) 4 (4920) | 1 (4517) | 2

(24,17) |-2  (26,15) | 1 (20,13) |[—4  (98,40) | 4  (82,31) |-

(41,29) | -1  (4526) | -3  (38,17) |-1 (218,89) |-2 (1274) | 1

(5841) | 2 (7141) |-2  (4721) | 4 (267,109)| 3  (254,96)

(99,70) 1 (97,56) 1 (76,34) |—4 (590,223) | —3

(140,99) |—2 (168,97) |—3  (123,55) 4
(239,189) | -1  (265,153) | -2 (161,72) 1
(199,89) |4
(322,144) | 4

Néhany tovabbi eredményt sorolunk fel (az elsé kozlemény els6 tablazataban szerepls tobbi D-re) (2. tablazat).

D N értékei novekvs g mellett

8 [—4, 1, 4, —4, 1, 4, —4, 1, 4, —4 ..

10 |-1, 6, —4, 6, 1, —6, 4, -6, -1, 6, —4, 6,
11|-2, 5 5 1, 4, -2, 5 5 1, 4,

12 (-3, 4, 1, 4, -3, 4 1, 4, -3, ..

13 | -4, 3, -3, 4, -1, -4, 4, -3 3, —4, ..

14 |-5, 2, -7, -5 1, 4, -5 2, -7, -5 1,

15 (-6, 1, 4, -6, 1, 4, -6, 1, 4,

Mindenekel6tt két megjegyzést tesziink. Lathatjuk, hogy D = 2, 3, 5, 6, 7 esetén (és ugyanez igaz a D minden
lehetséges értékére) a ¢ = 1 érték kétszer 1ép fel, minden maéas g legfeljebb egyszer. A felsorolt szamoknal eléfordul az
is, hogy egy-egy p/q tort tobbszor is szerepel. Példaul D = 5 esetében az els6 sorban p = 2, ¢ = 1, a harmadik sorban
p=4,q=2és 2/1 =4/2. Meghatarozhato, hogy ezek a jelenségek miért és mikor lépnek fel, de ezek a tovabbiakat
nem érintik.

Figyeljiik meg jol a tablazatokban fellepé N = N(p + q\/ﬁ) = p? — ¢®D értékeket. Lathatjuk, hogy nem. kapunk
mindig 1-et, de a szerepld szamok igen sziik korlatok kozott mozognak. Eszrevehetd, hogy a felléps korlatok a D szamtol
fiiggenek. Az is lathato, hogy e szamok periodikusan valtakoznak, ezt késébb majd bizonyitjuk is, de szamunkra most
ez nem lényeges.

El6szor azt fogjuk belatni, hogy ilyen korlat valoban létezik (10. feladat). Ebb6l majd arra is kovetkeztethetiink (11.
feladat), hogy vannak olyan « és 8 Z[v'D]-beli szamok, amelyekre N(a) = N(B). Ezzel mar majdnem megoldottuk a

@ @
feladatunkat, mert ebbdl a 9. feladat alapjan N B = 1 konnyen levezethets. A baj csak az, hogy B eleme ugyan

Q[VD]-nek, de nem feltétlen eleme Z[v/D]-nek (I. a 6. feladatot). A jobb megértés végett nézziik meg, hogy D = 5

esetén milyen oo = p + q\/g mellett lesz példaul N(«) = 4. Ezek, a tablazat alapjan: 3 + \/5, 7T+ 3- \/5, 18+ 8- \/5,

474215, 123+ 55 - V5, 322 + 144 - /5.

47+21-V5
3+V6

9 4+ 4 - /5 lesz eleme Z[v/5]-nek. Ha jol megfigyeljiik a felleps p és ¢ szamokat, a kovetkezsket allapithatjuk meg:

ay = p2+g2-V5és o =p1+qi- V5 esetén (py = 47, ¢o = 21, p1 = 3, 1 = 1) egyrészt N(az) = N(aa) = 4,

masrészt az ap — ag = 44 4 20 - /5 felirhato 4(11 + 5 - v/5) alakban, vagyis ,oszthaté” az N(a;) szammal. Ez vezet

nyomra a Pell egyenlet egy gyokének megtalalasaban. Természetesen ehhez el6bb be kell 1atni, hogy mindig lehet a

fenti tulajdonsigokkal rendelkezé o, as part talalni.

E szamok mindegyikét az elsGvel elosztva mindig Q[\/g] egy elemét kapjuk, de csupan egyetlenegy, a

III. sorozat. (Egy gyok megadésa)
Feladatok

10. Legyen D olyan egész szam, amelyre v/D irracionélis. Bizonyitsuk be, hogy ha |p/q— v D| < 1/¢* (ahol p egész
és ¢ termeészetes szam), akkor

lp+qVD| <1/q+2¢VD ¢ |p* —¢*D| <1+ 2VD.



11. Legyen D olyan egész szam, amelyre /D irracionélis. Bizonyitsuk be, hogy ekkor van olyan (csak a D-t6l
fiiggs) k természetes szam, amelyhez végtelen sok olyan p; egész és ¢; természetes szam létezik, hogy o; = p; + @V D
eleme a Z[v/D] halmaznak és N (o) = k.

12. Bizonyitsuk be, hogy a 11. feladatban szereplé «; szamok kozott végtelen sok olyan van, amelyeknél p; k-val
osztva ugyanazt az r maradékot adja; tovabba ezek kozott végtelen sok olyan van, amelyekre a g;-ket k-val osztva
mindig ugyanazt az s maradékot kapjuk.

13. Legyen D olyan természetes szam, amelyre VD irracionalis. Bizonyitsuk be, hogy ekkor léteznek olyan Z [\/5]—
beli a és 5 szamok, hogy alkalmas k egész szdmmal

tovabba létezik olyan ugyancsak Z[v/D]-beli v szédm, amelyre 8 = a + k - 7.
14. Bizonyitsuk be, hogy a 12. feladatban szerepls o, 3, v szamokra N (o) = k?; tovabba a Z[v/D]-beli § = 1 +ay
szamra N (§) = 1. Mit jelent ez?



