I. fordulé

1. Egy egyenld szaru haromszog alapjdnak hossza 1 egység, az alap végpontjaibol kiindulé szogfelez6 hossza 1,2
egység. Szamitsuk ki a haromszog szaranak hosszat.

2. Adott két egyméast metsz6 kor, metszéspontjaik A és B. Ezeket a koroket egy A-bol induld félegyenes a C' és D
pontokban, AB-re vonatkoz6 tiikdrképe pedig az E és I’ pontokban metszi. Bizonyitsuk be, hogy CD = EF.

3. Egy n-tagi mértani sorozat tagjai pozitivak, dsszegiik S, szorzatuk P, reciprokaik Osszege R. Hatarozzuk meg
P-t n, S és R fiiggvényeként!

4. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

2t — 62 — 922 +62+1=0.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egész szdm egy négyzetszam kétszeresénél egy négyzetszammal kisebb, akkor az is
igaz, hogy ez a szam egy négyzetszamnél egy négyzetszam kétszeresével kisebb. (Négyzetszamnak nevezziik az egész
szamok négyzetét.)

6. Egy kocka csucsai koziil négyet pirosra, négyet kékre festettiink. Hanyféleképpen tehettiik ezt, ha nem tekintjiik
kiilonbozéknek azokat a szinezéseket, amelyek megfelel§ mozgatassal egymasba vihetsk at?

7. Legyen az y(x) fiiggvény értéke a legnagyobb olyan y szam, amelyre
x-2+(1—2)-27Y=1

teljesiil, feltéve, hogy van ilyen y. Hatarozzuk meg ennek a fiiggvénynek az értelmezési tartomanyét és értékkészletét.

8. Egy konvex siknégyszogrol a kovetkezdket tudjuk:

a) Oldalainak mértékszama termeészetes szam.

b) Keriilete 18 egység.

¢) Minden oldalfelezd merdlegese egy ponton megy at.

d) Egyetlen olyan csucsa van, amelybdl induld belss szogfelezs atlot is felez.
e) Pontosan két egyenld szoge van.

Milyen négyszogrél van szo, és mekkora a teriilete?

II. fordulé
A) A gimnaziumok altaldnos tantervi osztalyai, valamint a szakko6zépiskolak részére

1. Bizonyitsuk be, hogy a
P =sin5° -sin15° - sin 25° - sin 35° - sin 55° - sin 65° - sin 75° - sin 85°

szorzat raciondlis szdmmal egyenld!

2. Jeldljon p és g két kiilonb6z6 paratlan torzsszamot, tovabba jeloljenek a és b olyan pozitiv egész szamokat,
amelyekre
a+b=q.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor a? 4+ bP nem lehet egyenlé semmilyen természetes szamnak 1-nél nagyobb egész kitevsji
hatvanyaval!

3. Vegyiik fel valamely ABC' haromszog AB oldaldnak belsejében tetszés szerint a P pontot, hasonloképpen BC
oldalanak belsejében a @, végiil C'A oldalanak belsejében az R pontot.

Bizonyitsuk be, hogy ha APR, BQP, CRQ és PQR haromszogek nem mind egyenld teriilettiek, akkor e koziil a
négy haromszog kozil nem a PQR haromszog teriilete a legkisebb!

B) A gimnaziumok szakositott matematika I. tantervi osztalyai részére

1. Tiikrozziik az ABC haromszog A csiicsan atmend tetszileges a egyenesre a B, C' cstcsokat, és a kapott pontokon
atmend, a-val parhuzamos egyeneseket jeloljiik b-vel, c-vel. Jeloljiikk a BC' és a egyenesek metszéspontjat P-vel, a C'A
és b egyenesekét (Q-val, az AB, ¢ parét pedig R-rel. Mutassuk meg, hogy ha a P, @, R metszéspontok léteznek, egy
egyenesen vannak.

2. Ismeretes, hogy ha az 2" + a;2"~' + ... + a, polinom egyiitthatéinak abszolut értéke legfeljebb 1, akkor a
polinom minden gyockének abszolit értéke 2-nél kisebb.

Mutassuk meg, hogy tetszsleges § < 2 valos szamhoz megadhato olyan, a feltételeket kielégité polinom, amelyiknek
van §-nal nagyobb abszolut értékd gyoke.



3. Uthalozatot akarunk épiteni 51 tabor, Th, T, . .., Ts1 kozott a kovetkezs feltételek mellett:

a) minden ut két tabort kosson Ossze, és kozben més tabort nem érinthet;

b) az uthalézat mentén barmely taborbol barmely tdborba el lehessen jutni, de csak egyféleképpen.

El6 szeretnénk irni azt is, hogy az egyes taborokbol hany ut induljon ki. Ismeretes, hogy ha az athalozat eleget
tesz az a) és b) feltételeknek akkor

(1) up + ug + ...+ us; = 100,
ahol u; a T; tdborbol indulé utak szama (i = 1,2,...,51). Igaz-e, hogy ha az uy,us, ..., us; pozitiv egész szamokra
teljesiil (1), akkor van olyan uthélozat, amelyben T;-b6l w; at indul (i = 1,2,...,51)?
*
1. Egy 9 x 10-es sakktablat 45 darab 2 x l-es (azaz a sakktabla két mez6jébdl allo) téglalappal lefediink. Ezutan

minden egyes téglalapot egyik négyzetének kozéppontja koriil 90°-kal elforgatunk. Lefedhetik-e az igy elforgatott
téglalapok a sakktablat?

2. Az ABCD paralelogramma AB, ill. AD oldalan felvessziikk az FE, ill. F' pontokat. Az ED és F'B szakaszok
metszéspontja legyen G. Mutassuk meg, hogy az ADGB és CEGF (konkav) négyszogek teriilete egyenld.

3. Jelentsen n pozitiv egész szamot és legyen az 1976™ tizes szamrendszerben felirt alakja axag—_1 .. .aza;. Bizo-
nyitsuk be, hogy

A) ha 4 < 4r < n, akkor nem lehet az a, 11, Gry2,...,as, szamjegyek mindegyike 0;
B) az a1 + az + . .. + a, Osszeg n novekedésével minden hataron tal névekszik.
*

1. Melyik az a legnagyobb természetes szam, ami nem é&llithato el6 n darab (nem feltétleniil kiilonb6zs) Gsszetett
termeészetes szam Osszegeként?

2. Az egységsugart kor AB hirjanak két oldalira egy-egy négyzetet akarunk szerkeszteni ugy, hogy két-két szom-
szédos cstces a huron, két-két csics pedig a korvonalon legyen. Felvehet6-e az AB hur agy, hogy a két négyzetoldal
kiilonbsége 1 legyen?

3. A természetes szamok halmazabol elhagyjuk azokat a szamokat, amelyeknek tizes szamrendszerbeli elgallitasaban
szerepel a 0 szamjegy. Bizonyitsuk be, hogy a megmaradé szamok koziil véve akdrhanynak a reciprokat, ezek Gsszege
kisebb, mint 30.

C) A gimnaziumok szakositott matematika II. tantervi osztalyai részére

1. Tiikrozziik az ABC haromszog A csucsan atmend tetszéleges a egyenesre a B, C' csucsokat, és a kapott pontokon
atmend, a-val parhuzamos egyeneseket jeloljiik b-vel, c-vel. Jeloljiik a BC' és a egyenesek metszéspontjat P-vel, a C'A
és b egyenesekét (Q-val, az AB, c parét pedig R-rel. Mutassuk meg, hogy ha a P, @, R metszéspontok léteznek, egy
egyenesen vannak.

2. Ismeretes, hogy ha az ™ + a12" ' + ... + a, polinom egyiitthatoinak abszolut értéke legfeljebb 1, akkor a
polinom minden gyockének abszolut értéke 2-nél kisebb.

Mutassuk meg, hogy tetsz6leges § < 2 valos szamhoz megadhato olyan, a feltételeket kielégité polinom, amelyiknek
van d-nal nagyobb abszolat értékd gyoke.

3. Legyen f olyan, minden valos szamon értelmezett, mindeniitt folytonos fiiggvény, amelyre tetszGleges = szam
mellett igaz az, hogy f(f(f(z))) = x. Bizonyitsuk be, hogy f(z) = x.



