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Az iskolabol jol ismert feladat egy haromszog silypontjanak a meghatarozasa. Ezt tgy végezziik el, hogy berajzoljuk

a haromszogbe a sulyvonalakat, ezek egy pontban, a haromszoglap S sulypontjiban metszik egyméast. A szerkesztést
az indokolja, hogy egy haromszogben a csicsokat a szemben fekvs oldalfelezGpontokkal 6sszekots szakaszok valoban

(mechanikai értelemben is) sulyvonalai a (homogén) haromszoglapnak. Ha ugyanis egy gondolati kisérletben a lapot a
haromszog egyik oldalaval parhuzamos, keskeny savokra bontjuk, akkor mindezen sévok felezGpontjai éppen az ehhez

az oldalhoz tartozo silyvonalra esnek.
A

Egy sikidom-lap két sdlyvonaldnak a metszéspontja éppen a lap silypontja. Ellen6rzésképpen kivaghatunk egy

kartonra rajzolt haromszoget, majd az S pontjaval vizszintesen rahelyezhetjiik egy folfelé tartott ti hegyére.
Ez a sulypontszerkesztés akkor is helyes, ha haromszogon olyan, harom egyenlsé tomegl testbsl allé rendszert

értiink, amelyek sulypontjai a haromszog A, B és C cstucspontjaiban helyezkednek el.

B

Egészen mas meggondolasokra van sziikségiink, ha az ABC haromszogben csak a keriilet sulypontjat akarjuk
meghatarozni. Ekkor az ABC' haromszogvonalrol és annak S, stulypontjarol beszélhetiink. Ehhez megkozelitGen agy
készithetiink modellt, hogy harom egyforma vastag, ugyanabbol az anyagbol késziilt fémrudat haromszog alaku keretté
hegesztiink Ossze. Most konnyen lathatd, hogy azok az egyenesek, amelyek a haromszog egyik csticsat a szemkozti
keretoldal felezGpontjaval kotik ssze, a keretnek altalaban nem sulyvonalai. Igy aztan ezeknek az egyeneseknek a

metszéspontja sem lesz sulypontja a haromszogvonalnak.
I. Egy altalanos haromszogvonal stilypontjanak analitikus megkozelitéséhez egy konnyen érthets tétel ajanlkozik.
Ez a tétel igy szol: Forgassunk meg egy egyszert, zart, kettGs pont nélkiili (azaz 6nmagéat nem metsz8) e gorbét egy



olyan d tengely koriil, amely a gorbe € sikjaban fekszik, de e-t nem metszi. Az igy keletkezett forgésfeliilet F' felszinét
megadja az a szorzat, amelyet egyrészt e-nek [, ivhosszabodl, mésrészt az e gorbe S, silypontja altal egy koriilfordulas
alatt megtett s Gt hosszabol kapunk, vagyis

(1) F=1,-1,.

Probaljuk ki ezt a tételt egy ismert példan!

1. Legyen az e zart gorbe olyan téglalap, amelynek a keriilete I, = 2 (a + b). (Sokszogek oldalait és azok hosszat
a kovetkezSkben ugyanugy jeloljik: a, b, ¢, d, ...-vel.) A téglalap a hosszisagu oldaldnak egyikét helyezziik a d
forgastengelyre, és forgassuk meg d koriil az e téglalapvonalat.

d

. b
Igy hengerfeliiletet kapunk. A szarmaztato gorbe [, ivhossza most 2 (a+b). A négyszogvonal stlypontja 3 tavolsagra
van a tengelyt6l, ezért a stlypont altal egy koriilfordulas kdzben leirt it hossza
ls = 27T§ = mb.
A keletkezett henger F' felszine (1) szerint

F=1l,-1. =7b-2(a+b) = 2mab + 2rb*.

A fent idézett tétel tehat, amint azt az ember elvarja, az alap- és a fedSlap valamint a henger palastja teriiletének
Osszegét szolgaltatja.

2. Legyen a megforgatand6 e gorbe olyan kdrvonal, amely nem metszi az € sikban fekvé d egyenest. Ha e-t d koriil
egyszer koriilforgatjuk, akkor e egy torusznak nevezett gytirtfeliiletet ir le. Most ennek a toérusznak a felszinét akarjuk
meghatéarozni.



Legyen e sugara g, akkor [, = 2mp. Nyilvanvaldéan e kézéppontja egyben az S, stulypontja is az e-nek. Ha S.-nek
d-t6l mért tavolsaga r, és r > p, akkor az igy keletkezett forgasfeliilet felszine (1) szerint

F =2nr... 2w,

vagyis
F = 4x%rp.

3. Most térjiink ra a cikk elején kittiz6tt problémara. Hogy az ABC haromszogvonal S, sulypontjat meghatarozzuk,
helyezziik az a oldalt a d forgastengelyre. Ha a haromszogvonalat megforgatjuk a d tengely koriil, akkor olyan forgas-
feliilet keletkezik, amely két, kozos alapkort forgaskupbol all. Az alapkor sugara éppen a haromszog h, magassiga.
Eszerint az A cstcs altal leirt kérvonal hossza

s = 2w h,.

Amint azt barkacsolas kdzben méar biztosan észrevettiik, forgasktup palastjat kiterithetjiik sikba, és ekkor korcikk
keletkezik. Ha ennek a korcikknek a sugara r, az ive s hosszi, akkor a korcikk teriilete

1
K = —rs.
2

Ha ezt a képletet a mi két kupfeliiletiinkre alkalmazzuk, ezek teriiletére
K1 =7hgb és Ky = 7mhyc
adodik. Mivel h, = ¢ sin 8 = b sin v, ezt igy is irhatjuk:
Ky, =mbc sin g és Ko = mbe sin 7y,
az egeész forgasfeliilet felszine pedig
(2) F =K, + Ko = wbe(sin 8 + sin ).
Tovabba ismerjiik a megforgatott vonal hosszat:

(3) le=a+b+c.




Jeloljiik ro-val az S, stulypont tavolsagat az a-ra helyezett d forgastengelytsl, akkor az egy koriilfordulas alatt az
S, altal megtett at

(4) ls = 2mr,.

Ha most a fent idézett tételt alkalmazzuk és ekdzben figyelembe vessziik (1), (2), (3), (4)-et, a kovetkezs egyenletet
kapjuk:

(5) mwbe(sin f + sin v) = 271, (a + b + ).
Itt r, a keresett mennyiség. Fejezziik ki (5)-bol r,-t:

_be(sin B +sin )

(©) fa 2(a+b+c¢)

Ebbdl az eredménybdl rogton leolvashatjuk az Se stlypontnak a méasik két haromszogoldaltol mért tavolsagat is.
Ciklikus felcseréléssel

ac(sin a + sin )

Ty =

20a+b+c)
(7)
. ab(sin o + sin )
" 2a+bte)
adodik.

Ezzel szamitasunk végére értiink. Mutassuk még meg, hogy az igy kapott S. pont altalaban nem esik egybe a
haromszoglap sulypontjaval. Annak az altalanos érvényd allitasnak, hogy S, és S azonos, a megcafolasara elegendd
egyetlen ellenpéldat talalnunk. Tekintsiik azt az esetet, amikor a =b =1, ¢ = v/2.

d

Az oldalak ilyen valasztasaval a szogek:

B=45°, =90

(6) alkalmazasaval azt nyerjiik, hogy

® =tV V2
CU22+4v2) 47

Minthogy a haromszog stlyvonalai 1 : 2 ardnyban osztjak egymaést, azért a haromszoglap S sulypontjanak az a oldaltol

1
mért tavolsaga 3 A két sulypont, S és S, tehat nem azonos. Csupan egyenls oldali héaromszog esetében esik egybe a

haromszoglap és a haromszogvonal silypontja.

Paul Guldin (1577-1643) svajci matematikus egy miivében szerepelt elGszor az a tétel, amelyet itt a haromszégvonal
sulypontjanak meghatarozasara hasznaltunk. A szakirodalomban ezt a tételt az elsé Guldin—szabalynak nevezik. A
bizonyitésra itt nem térhetiink ki.



II. Végezetiill megmutatjuk, hogyan lehet egy ABC haromszogvonal S, sulypontjat megszerkeszteni. Itt az igen
fontos, hogy két ,stlyvonalat” lehetSleg egyszertien meg tudjunk keresni. Most meghatérozzuk az a oldal P felezs-
pontjan dtmend s, ,stulyvonalat”. Ehhez ajanlkozik, hogy megszerkesztiink még egy X € s, pontot, mégpedig azt,
amelyik a b, ill. ¢ oldal @, ill. R felezGpontjat 0sszekdts egyenesen fekszik. E célbol rendeljiink a @ ponthoz my, az R
ponthoz m. témeget gy, hogy ezek ardnya

9) mp:me=0>b:c

legyen. A keresett X pontnak meg kell egyeznie az m; és az m,. tomegbdl allo rendszer silypontjaval. Az emelGsza-
baly szerint ha egy két kard emeld egyensilyi helyzetben van, akkor az emelSkarok hossza a végpontjukba helyezett
tomegekkel forditottan ardnyos. Az X € s, pontra tehat a kovetkezs aranynak kell teljesiilnie:

(10) |RX|:|QX]| =mp: me.
(9) szerint most az X € s, meghatarozasa egy geometriai feladatra vezethets vissza. (10)-zel ekvivalens ugyanis az
(11) |[RX|:|QX|=0b:c

feltétel, ez pedig azt sugallja, hogy a w, szogfelez6t hasznaljuk fel a szerkesztéshez. Rajzoljuk be az ABC haromszogbe
az « s70g w, szogfelezsjét, és jeloljiik ennek a szemkozti oldallal, ill. a (QR) egyenessel alkotott metszéspontjat Z-vel,
ill. Y-nal.
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Most alkalmazzuk azt a tételt, amely szerint a szogfelez6 a szemkozti oldalt az 6t kozrefogd oldalak ardnyaban
osztja ketté. Ezt a tételt a mi esetiinkre alkalmazva azt kapjuk, hogy

b:c=|CZ|:|BZ|.
Minthogy a (BC) egyenes parhuzamos a (QR) egyenessel, azért alkalmazhatjuk a parhuzamos szel6k tételét. Eszerint
|CZ]: |BZ| = |QY]|: |RY],
igy
(12) QY| :|RY|=1b:c.

Most a kovetkez6t allitjuk: Ha P-n 4t parhuzamost hiuzunk w,-val, akkor ez a (QR) egyenest a keresett X pontban
metszi; mas szoval, ez a P-n atmend, w,-val parhuzamos egyenes éppen a haromszogvonal egyik stlyvonala.
Bizonyitas: A szerkesztés szerint
PQX A= ARY A .

Ezért
QX|=|RY| &  |QY[=]|RX|



Innen a kovetkezs aranyt kapjuk:
(13) QX|: |RY|=|RX]: |QX].

(12) és (13) alapjan ebbdl kovetkezik

|IRX|:|QX|=b:c
és
(14) |[RX|:|QX]| =mp: me.

(14)-gyel belattuk, hogy a fenti szerkesztés teljesiti a (10), és igy a (11) feltételt. Ahogy itt az s, sulyvonalat megszer-
kesztettiik, ugyantgy szerkesztjiik meg a @-bodl és az R-b6l kiindulo stulyvonalat is. Az ABC haromszogvonal keresett
silypontja éppen két, igy megadott stlyvonal metszéspontja.

Mindezt 6sszefoglalva: Egy haromszogvonal S, sulypontjat a kovetkezs eljarassal szerkesztjiik meg:

Az ABC' haromszogben megszerkesztjiikk a harom szogfelez6t: wa, wg, wy-t, valamint a harom oldal, a, b és c
felez6pontjat, P, @, R-et. Ekkor a P-n at wq,-val, a Q-n 4t wg-val és az R-en 4t w,,-val parhuzamosan htizott harom
egyenes, sp, Sq, ill. s, egy pontban metszi egymast. Ez az S. pont a hdromszégvonal stlypontja.

A

Fiiggelék:
A fenti cikkhez felhasznéltuk a kovetkezs segédtételt: Egy haromszog barmelyik szogfelezGje a vele szemkozti oldalt
az 6t kozrefogd oldalak aranyaban osztja.

A

Bizonyitas: Alkalmazzuk a részharomszogekre a szinusz—tételt! Eszerint

*) sind _ ¢ sin(180°—4) b
a v a U
sin — sin —

2 2




Mivel sin § = sin (180° — §), azért (*)-bol kovetkezik, hogy

c
- = azaz
voou



