A cikksorozat célja

Ezzel a cikkel egy, két éven at tarto cikksorozatot kezdiink meg. A kézzelfoghato cél a Pell-féle egyenletek megoldéasa
lesz; ezeket az egyenleteket a késSbbiekben fogjuk ismertetni.

Mindkét év folyamén harom cikk jelenik meg. A cikkek némi elGkészitést adnak, majd néhany feladat kovetkezik. Ha
olvasdinknak most kellene a Pell-féle egyenleteket megoldani, akkor valészintleg csak igen nehezen tudnanak célt érni.
Latni fogjuk azonban, hogy a feladatsorozat segitségével ugy lehet a megoldast — 6nmagukban is érdekes — részekre
felbontani, hogy ezekbdl minden nehézség nélkiil eljuthatunk az egyenletek megoldasédhoz. A cikkben azt is latni fogjuk
majd, hogy miképpen kapcsolhatjuk Ossze a matematikdnak egy-egy agat valamely kitizott cél elérése érdekében.

Tudnivalok

A feladatok megoldasara pontversenyt nem irunk ki, de a legjobb megoldok kozott konyvutalvanyokat sorsolunk
ki. A megoldasokat kérjiik a lap megjelenését kovets honap 20-ig a szerkesztGség cimére (1443 Budapest, Postafiok
129) bekiildeni. A megoldasokat nem sziikséges kiilon lapra irni, de mindig irjak ki, hogy melyik feladat megoldasa
kovetkezik. Bar a feladatok egymaésra épiilnek, nem sziikséges mindegyiket megoldani. Egyes feladatokat tgy is meg-
oldhatunk, hogy elfogadjuk az el6z6 feladatok allitdsanak helyességét. Mindegyik cikkben ismertetni fogjuk az el6z6
is; éppen ezért kérjiik megoldodinkat, hogy a feladatokkal kapcsolatban minden véleményt, felmeriilt kérdést irjanak
meg.

A Pell-féle egyenlet
Pell-féle egyenleteknek nevezik az

(P) > —D-y?=1

alaku egyenleteket, ahol D egy rogzitett természetes szdm, amelyik nem négyzetszam; tovabba az egyenletnek olyan
megoldasait keressiik, amelyekben x és y mindegyike egész szam.

Tetszoleges megengedett D érték mellett azonnal megadhatjuk a (P) egyenletnek két — ugynevezett trividglis —
megoldasat. Az y = 0 esetben ugyanis = valaszthato (+1)-nek vagy (-1)-nek; és mindkét esetben megoldést kaptunk.
Jegyezziik meg, hogy négyzetszam esetében nyilvan csak a trivialis megoldas lehetséges. Ha ugyanis D = A2, akkor
1 =22 - A%? = (z — Ay) (z+ Ay) csak ugy lehet egész szamokra valé felbontés, ha a két tényez6 megegyezik, amibél
azonnal kovetkezik, hogy y = 0.

Ha y kiilonbozik 0-t6l, akkor minden egyes megoldashoz harom masik adhaté meg; annak megfelelGen, hogy y
helyébe (—y)-t vagy « helyébe (—z)-et irunk, vagy mindkett6t megtessziik. Egy-egy ilyen ,megoldasnégyes” kozott
biztosan szerepel olyan, amelyben z és y mindegyike pozitiv. Nézziink ilyen megoldasokat, megadott D mellett.

D 213|567 81011 12| 13 | 14| 15

A legkisebb pozitivy |2 |1 |4 |23 | 1] 6 3 2 | 180 | 4 1

A hozz4 tartoz6 312195831910 7 |649| 15| 4

Lathatjuk, hogy ha D nem négyzetszam, akkor mindig talaltunk megoldast; noha ez néha elég nagy szamokbol
all6 par volt. Természetesen ebbdl nem kdvetkeztethetiink még arra, hogy mindig létezik is megoldéas, de ,sejthetjiik”.
Azt is megnézhetjiik, hogy egy rogzitett D mellett talalhatunk-e t6bb megoldast. Példaul a D = 3 esetben:

Pozitiv y (novekedve) ‘ 1 ‘ 4 ‘ 15 ‘ 56 ‘ 209 ‘ 780 ‘ 2911 ‘ 10 864

Megfelels x érték ‘ 2 ‘ 7 ‘ 26 ‘ 97 ‘ 362 ‘ 1351 ‘ 5042 ‘ 18817

Lathatjuk, hogy a megoldasok rohamosan nének, de mégis gy tiinik, hogy mindig taldlunk djabb és tjabb meg-
oldast.

Mindenekelstt gondoljuk meg, mit jelent egy, a megoldast jelents a, b szampér megtalalasa; amelyre tehat a? —
Db? = 1. Eszerint (a/b)> — D = 1/b*. Ha marmost b ,elég nagy” — mint példaul D = 13 esetében —, akkor eszerint
a/b négyzete ,;majdnem D”, vagyis a/b ,nagyon kozel van” v/ D-hez. D = 13 esetén 9 tizedesre: V13 = 3,605 551 275,
mig 649/180 = 3,605 555 556. De még kisebb b esetében is viszonylag jo kozelitést kapunk. Az el6bbi tablazatbol a
kovetkezs értékeket kapjuk (9 tizedesre):



D VD a/b
2 1,414213562  1,500000 000
3 1,732050808  2,000000000
5  2,236067977  2,250000 000
6 2,449489743  2,500000 000
7 2,645751311 2,666 666 667
8 2,828427125  3,000000000
10 3,162277660 3,166 666 667
11 3,316624790 3,333 333333
12 3,464101615 3,500 000 000
13 3,605551275 3,605 555556
14 3,741657387  3,750000 000
15 3,872983346 4,000 000 000

A masik tablazatbol D = 3-hoz tartozd tortek:
2/1 = 2,000 000 000; 7/4 = 1,750 000 000; 26,/15 = 1,733 333 333; 97/56 = 1,732 142 857; 362/209 = 1,732057 416; 1351/780 =
1,732051282; 5042/2911 = 1,732050842; 18 817/10864 = 1,732 050 810.
Lathatjuk, hogy a kapott tortek a megadott (irracionalis) szamot jol kozelitik. Irracionélis szamoknak racionalissal
valo kozelitését approximacionak nevezik (s a matematikénak ezzel foglalkoz6 agéat approximacioelméletnek). El6szor is
tehat jol approximald torteket fogunk keresni, és majd ezek koziil valasztjuk ki azokat, amelyek még a tobbletfeltételeket
is kielégitik.

I. sorozat (Approximacio)

Elnevezések, jelolések

[a, b) azoknak az x valos szamoknak a halmazat jeloli, amelyekre a < x < b. Ezt a halmazt balrol zart, jobbrol
nyilt intervallumnak nevezik, mert az intervallum bal oldali végpontja hozzatartozik a halmazhoz, a jobb oldali nem.

[x] jeloli az  valos szAm egész részét; vagyis azt a legnagyobb egész szamot, amelyik nem nagyobb x-nél.

{z} jeloli az x tOrtrészét; amelyet az {x} = x — [z] Osszefliggéssel értelmeziink. Nyilvanval6, hogy a tOrtrész nem
negativ és kisebb 1-nél (csak egész szamok tortrésze 0).

Egy a valés szamot irraciondlisnak neveziink, ha nem allithaté el6 két egész szam hanyadosaként. Ezt méasképpen
ugy is fogalmazhatjuk, hogy p és ¢ egész szamokra, ha ¢ # 0, akkor p — ¢ - a is kiilonbozik 0-t6l.

A 0-t nem tekintjiik természetes szamnak.

Feladatok

1. Legyen « tetszGleges valos és n tetszéleges természetes szdm. Bizonyitsuk be, hogy a

p2) [ 2) - 5 )

intervallumok ko6zott van legalabb egy olyan, amelybe a

{0-a}, {1-a}, {2-a}, ..., {n-a}

szamok koziil legalabb kettd esik.
2. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges o valos szamhoz és n természetes szamhoz létezik olyan ¢ < n természetes szam
és p egész szadm, hogy
lp—q-al <1/n.

3. Bizonyitsuk be, hogy tetszGleges o valds szamhoz és n természetes szamhoz létezik olyan ¢ < n természetes szam
és p egész szam, amelyekre
p/a—al <1/¢*> & |p/a—al<1/n.

4. Legyen adott egy « irraciondlis szam, egy k természetes szam, valamint qi, ..., g természetes szdmok és

p1, --., Pk egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik olyan g természetes szam és p egész szadm, amelyre
lp/a—al <1/¢® & |p/a—al <|pi/gi—al, ahol 1<i<k.
5. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges a pozitiv irracionalis szamhoz létezik végtelen sok olyan pozitiv nevezdji
kiilonb6z6 p;/q; tort, amelyre

0 < |pi/ai — | < (1/q:)*



