A Matematika Tanitdsa cimi folyoirat 1974. évi 6. és 1975. évi 1. szaméaban cikk jelent meg ,,A Kozépiskolai
Matematikai Lapokrol” cimmel. Nincs szdndékomban az ott leirtakkal részletesen foglalkozni, de hadd ragadjak ki belgle
egy idézetet: A szerkesztGség szeretne a lapban kozvetlenebb kapcsolatot is kialakitani az iskolakkal.” A kapcsolat egyik
megvalositasi formaja lehetne olyan beszamolok kozlése, amely valamely iskoldban folyé matematika-életet ismertetné,
vagy bemutatné egy-egy szakkor munk4jat.

Ezért gondoltam arra, hogy izelitét adok az altalam vezetett szakkoér munkajabol, anélkiil, hogy a szakkdr egész
munkajat ismertetném, mely csak egy része azoknak a torekvéseknek, amelyek iskolankban — a miskolci Foldes Ferenc
Gimnéaziumban — a matematika irdnt érdeklédé tanuldk tehetségének kibontakoztataséra iranyulnak.

A szakkor tagjai matematika tagozatos IV. osztalyos tanulok, akik a Kozépiskolai Matematikai Lapok feladatainak
rendszeres megoldoi. Igy természetes, hogy a szakkori dsszejoveteleken (a bekiildési hatarids elmultaval) a KOMAL
feladatok megoldasat megbeszéljiik, értékeljiik a kiilonb6z6 megoldasokat. Gyakran fiizlink ezekhez megjegyzéseket,
kiegészitéseket vagy Gj kérdéseket vetiink fel, amelyekre igyeksziink véalaszt is adni. Igy tobbszor el6fordult, hogy a
szoban forgo feladathoz hasonlé vagy 4j feladat sziiletett.

A szakkori tagok altalanos iskolai szakkoroket is vezetnek, olyan 8. osztalyos tanuloknak, akik iskolankban matema-
tika tagozaton szeretnék folytatni tanulmanyaikat. Az altalanos iskolai tanulokkal valo foglalkozasra feladatgytjtéssel
késziiliink. Forrasként elsésorban a KOMAL-ban megjelent feladatokat hasznaljuk fel, bizonyos kénnyitésekkel, val-
toztatasokkal.

E tevékenységi formak vezettek arra a gondolatra, hogy félretéve a szakkori munka hagyoményos feladatmegold6
formajat; kozos munkaval feladatokat készitsiink.

A kovetkezd ismert feladatboél indultunk ki:

I. feladat. Adott egy 180°-nél kisebb v szog és a szogtartoméany egy belsé P pontja. Tekintsiik azokat a harom-
szogeket, amelyeket a P ponton atmend egyenesek vagnak le a szogtartomanybol. Hogyan kell az egyenest megvalaszt
tani, hogy a haromszog teriilete a lehetd legkisebb legyen?

Legyen a szog csucsa O, és messe a P ponton atmend valamely egyenes (szel§) a sz0g szarait olyan C és D
pontokban, melyre PC # PD.

0 o b

Ha pl. PC > PD (1. abra), akkor tikrozziik az OD egyenest a P pontra, a kapott egyenesnek a CD, ill. CO
egyenessel valé metszéspontjat jelolje E, ill. Cq, a C1 P és OD egyenesek metszéspontja pedig legyen D;. Mivel D
tiikorképe a P pontra az E pont, igy PE = PD < PC, tehat F a CP szakasz bels§ pontja. A C1PE és a PDD;
haromszogek egybevagok, teriiletiik egyenls, ebbdl kdvetkezik, hogy az ODEC, négyszog teriilete egyenls az OCy D,
haromszog teriiletével, tehat az O DC haromszog teriilete a C1 EC haromszog teriiletével nagyobb az OD;C haromszog
teriileténél. Ez a ,teriilettdbblet” csak akkor hianyzik, ha PC = PD, azaz a C'D egyenes egybeesik a Cy D, egyenessel.
Eszerint a P ponton atmend szel6k koziil az vagja le a minimAlis teriiletd haromszoget, amelynek a szarak kozé es6
C1 D1, szakaszat a P pont felezi.

Keressiik mas megoldéasat a feladatnak. Tekintsiik az OAPB paralelogrammat, melyet ugy kaptunk, hogy a P
ponton keresztiil parhuzamost huztunk a szog szaraival. (A az OD, B az OC szakasz pontja.) A paralelogramma
oldalait jeloljiik a-val és b-vel (2. &dbra).



0 a A x B0

2. dbra

Legyen tovabba AD = z, BC' = y. Az OCD haromszog kétszeres teriilete
2t = (a+ x)(b+ y) sin~.

Figyelembe véve az ADP és a BPC haromszogek hasonlosagat:
a

(1) F==

Innen y-t kifejezve és a fenti képletbe helyettesitve a

2t 2

(2) =2a+x+%,(a@>0)

“T bsin~y

egyvaltozos fiiggvényt kapjuk. (Az egyszertség kedvéért a bal oldalt z-vel jeldltiik.)

A fiiggvény értelmezési tartomanya a pozitiv szdmok Osszessége, hiszen a P ponton atmend szel§ akkor és csak
akkor metszi a szog mindkét szarat, ha OD > OA, azaz x > 0.

A (2) fiiggveény abrajat vazlatosan meg is rajzolhatjuk a (z, z) derékszogl koordinatarendszerben a

a2

21:2a+$ és a Z9 = —
x

ismert fliggvények grafikus osszadéasa révén (3. abra).
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3. dbra

A (2) fiiggveény szélsGértékének meghatérozasahoz vegyiik flgyelembe, hogy az
2

a
T+ —
x

Osszegben a két tag szorzata a?, amely allando, ezért az Osszeg akkor a legkisebb, ha

vagyis x = all
Ekkor az O DC haromszogben az AP szakasz kozépvonal, tehat a feladat megoldasat illetGen ugyanazt allapithatjuk
meg, mint az el6bbi megoldasban.

Megjegyzések: A (2) fiiggvény legkisebb értéke z = a helyettesitéssel:
to = 2absin~y.
Mivel a fiiggvény folytonos, (folytonos fiiggvények Gsszege is ilyen) és

lim ¢t = oo (jobbrol), lim ¢ = oo,
z—0 T —00
a fliggvény értékkészlete a tp-nal nem kisebb szamok Osszessége, és minden ¢ > ¢y értéket nyilvan két (kiillonbozs) =
helyen vesz {6l. (Ezek a tulajdonsagok szemléletesen is tapasztalhatok a C'D szel§ P pont koriili forgatasaval.)
Az 1. feladat megoldéasa egy szakkori foglalkozason szerepelt. A szakkori tagok ezek utan azt a hazi feladatot kaptak,
hogy a feladathoz kapcsol6do problémékon gondolkozzanak, hasonlo feladatokat készitsenek, és ezeket lehet6leg oldjak
is meg. Néhanyan rogton ,,vették a lapot”, sejtésiik szerint pl. a legkisebb keriiletti OC' D haromszog is létezik, hiszen

! Ha a pozitiv p és ¢ szamok agy valtoznak, hogy a pq szorzat allando, a

(P+9)?=(p—a)°+4pq
azonossagbol kovetkezden a (p + q) Gsszeg akkor a legkisebb, ha p = ¢
Hasonlé megallapitast tehetiink a p, g, r pozitiv szdmokra a

2p+q+r) = 6Ypar+ (V5 + Ya+ I [(¥B— va)° + (¥Va— 0+ (V7 - op)°]

azonossag felhasznalasaval.



az OC(OD) tavolsag novelésével a keriilet tetszélegesen nagy lehet. Ugyanez elmondhato az OC 4+ OD 6sszegrél vagy
a CD oldalrdl is.

A kés6bbiek soran kideriilt, hogy ezek a megjegyzések dontGen befolyasoltak az otthoni munkat, masok tertilettel
kapcsolatos problémakon is torték a fejiiket. Végeredményben a kévetkez6 harom foglalkozés ,,terméseként” kozos
munkéval az alabbi feladatok késziiltek.

II1. feladat. Adott az FOF héaromszog, és E'F oldalanak egy P pontja. Szerkessziink a P ponton &t olyan egyenest,
amely az FOF szog tartomanyabol az EOF haromszoggel egyenld teriiletd haromszoget vag le.

(A feladat készitésében kozrejatszott az az észrevétel, hogy az 1. feladatban adott ¢ > ¢y teriilethez két szeld is
tartozik, és az egyik ismeretében kell megszerkeszteni a masikat.)

A feladatban el6irt kovetelménynek nyilvan az E'F szel6 is eleget tesz. Legyen egy méasik megoldas a C'D (4. abra).

4. dbra

Az OFF és OCD haromszogek teriiletének egyenlGségébdl kovetkezik, hogy a CEF és C'FD héaromszogek is
egyenld teriiletiiek. Ez viszont csak ugy lehetséges, ha a kozos C'F oldalhoz tartozé magassaguk megegyezik, azaz CF
parhuzamos FD-vel. Tehat szerkesztendé a CFDE trapéz. Ismert trapéztulajdonsag, hogy az atlok metszéspontjan
a parhuzamos oldalakkal szerkesztett parhuzamos szakaszt az atlok metszéspontja felezi. (Lasd: Geometriai feladatok
gyljteménye cimi kozépiskolai segédkonyv I. kitetének 1244. feladatat.) Eszerint a szoban forgd szakasz az 1. feladatban
megszerkesztett Cy Dy szakasz. Az E ill. F' ponton atmend, a C1 D1 egyenessel parhuzamos egyenesek pedig kimetszik
a sz0g szaraibol a D ill. C pontokat. Természetesen az elmondottak csak arra az esetre vonatkoznak, ha FP # PF.
(Ha P az EF oldal felez6pontja, akkor a keresett egyenes azonos az EF-el.)

A 4. 4dbra alaposabb tanulméanyozéasa kozben adodott a kovetkezs gondolat:

a) Rogzitsikk a C és E pontokat, és az F', D pontokra pedig azt a megszoritast tegyilik, hogy a sz0g masik szaran
mozogjanak, de agy, hogy az OFEF és OCD haromszogek teriiletei egyenlSk legyenek. Mi az EF és C'D egyenesek
metszéspontjanak a mértani helye?

Az abrabol egyszertien kiolvashato, hogy

cp CF _OC

PD ED OE’
Tehat a P pont a CD szakaszt — melynek C' végpontja az egyik rogzitett pontja, a D pont pedig a mésik szarat futja
be — adott ardnyban osztja. Ebb6l kovetkezik, hogy a mértani hely az utobbi szérral parhuzamos félegyenes, kizarva
a C'E egyenesre illeszkedd végpontjat.

Ezt kovetGen a foglalkozason igen termékeny pillanatok kovetkeztek. Az egyik tanul6 a problémat &ltalanositotta.
Szovege a kovetkezs volt:

b) A teriiletek egyenlGségébdl kovetkezik, hogy az OF és OD tavolsidgok ardnya adott. Tehat az F' és D pontokra

szabjuk azt a feltételt, hogy az

or _,
oD

adott szam legyen. Természetesen igy az FECFD négyszog nem feltétleniil trapéz. Keressiikk az FF és CD atlok
metszéspontjanak a mértani helyét.

¢) Valaki az a) feladatot gy modositotta, hogy a C, E pontok helyett a C, F pontokat rogzitsiik.

A valtoztatasokat elfogadtuk, de a problémak targyaldsara nem tértiink ki, mert csak egy feladat megoldaséra volt
mar id6, és volt még egy kordbbi javaslat is, éspedig az, hogy a IL. feladatban a szerkesztends egyenesnek ne egy
pontjat (P), hanem az irdnyat adjuk meg. Tehat:

III1. feladat. Adott az FOF héromszog és vele egy sikban az e egyenes. Szerkesztends az e egyenessel parhuzamos
szel6, amely az FOF' szog tartomanyabol az EOF haromszoggel egyenls teriiletd hdromszoget vag le.



Az e egyenest 6nmagéval parhuzamosan mozgatva észrevehetjiik, hogy a feladatnak legfeljebb egy megoldasa lehet.
(Nincs megoldas, hogyha az O ponton at az e egyenessel parhuzamosan haladé egyenesnek és az EF oldalnak van
k6zos pontja.)

Legyen a keresett egyenes a CD, és G az OF egyenesnek az a pontja, melyre F'G || e (5. dbra).

5. dbra

A CF és ED egyenesek parhuzamosak, igy az OFC és ODFE haromszogek hasonlosagabol:

oc _or
OE OD’
Hasonlok azonban az OGF és OCD haromszogek is, tehat
oG _or
oCc OD’
A két aranyparbol
0C* = OE - OG,

vagyis az OC' szakasz az OF és OG ismert tavolsagok mértani kézéparanyosa. Tehdt a C' pont szerkeszthets (pl. a
befogotétel alkalmazasaval).

A foglalkozas végén megéllapodtunk, hogy legkdzelebb az 1. feladathoz kapcsolodd szélsGérték-feladatokat proba-
lunk késziteni, erre késziiljenek. Ha nehézség adodna, az adatokon , konnyitsenek”. (Kozbeszolasok: legyen v = 90°,
vagy a = b; el6bbi helyes, az a = b valasztés pedig mar tulzas, hiszen ekkor a ,minimum-haromszogek” varhatoéan
egybeess, egyenld szara haromszogek lesznek.)

Legkonnyebbnek az OC + OD 06sszeg vizsgélata bizonyult. A feladat pontos szovege a kovetkezs:

IV. feladat. Adott egy 180°-nél kisebb szog és a szogtartomany egy belsé P pontja. Szerkessziik meg a P ponton
dtmend egyenest Ugy, hogy a sz0g szaraibol az egyenessel lemetszett két szakasz 6sszege a lehetd legkisebb legyen.

Legyen a P ponton dtmend valamely egyenes a C'D (2. abra). Tekintettel arra, hogy az (1) Gsszefiiggés szerint az
xy szorzat allando, az

OC+0D=a+b+2x+y

Osszeg akkor a legkisebb, ha x = y. Tehat a feladat kdvetelményének eleget teves szel6t ugy kell megvalasztani, hogy
az OAPB paralelogramma OA, ill. OB oldaldnak a meghosszabbitasabol egyenlé ADs, ill. BCs szakaszokat vagjon
le. E szakaszok kozos hossza az (1) Osszefiiggés szerint az a és b tavolsagok mértani kdzéparanyosa, tehat

(3) ODy =a+Vab,  OCy =b+ Vab.

Igy a szerkesztés egyszerd modon elvégezhetd.

A torténeti hiség kedvéért meg kell emlitenem, hogy olyan elgondolas is akadt, amelybdl nem tudtunk ,,értelmes
dolgot kihozni”. Ugyanis észrevettiik, hogy az 1., ill. IV. feladatban tulajdonképpen az OC' és OD szakaszok mértani,
ill. szamtani kdzepének a minimumat hataroztuk meg. Miért ne foglalkozhatnank e két szakasz harmonikus kézepének,
a

tortnek, egyszertibben a



Osszegnek a valtozaséaval?
Az (1) osszefiiggés alkalmazasaval:

1 1 1 b—a
h = +—=—(1+ .
a+zx b+y b T+a
Kiilonboztessiink meg két esetet. Ha a # b, feltehets, hogy b > a, ekkor szélsGérték nincs, hiszen h az x valtozénak

szigortian monoton csokkend fliggvénye. Ha pedig a = b, azaz P a vy szogfelez§ egyenesén van, akkor az OC és OD
tavolsagok reciprokértékeinek osszege allando. (Tébben jelezték, hogy az utébbi ismerdsnek tiinik.)

V. feladat. Egészitsiik ki a CO 4+ OD 0&sszeget a C'D szakasszal, és hatarozzuk meg a legkisebb keriileti COD
haromszoget. (Ideiglenesen a ,hatérozzuk” szot hasznaljuk, a megoldas végén deriil ki, hogy felcserélhetjiik-e ,szer-
kessziik” kifejezéssel.)

Némi kisérletezés utan a feladat megoldasat elég nehéznek talaltuk. Konynyitésiil legyen az adott szog derékszog.
Jelolje a az OA és egy (tetszbleges) C'D egyenes hajlasszogét (6. abra).

C
4
8 P
b
: /] 4
0 a A x D
6. dbra

A COD haromszog keriiletének valtozasat vizsgalva elegendd nyilvan csak a
d=AD+ DP+ PC+CB

Osszegre szoritkozni.
A 6. abra felhasznélasaval

a
d= =bct tg .
f(e) Cga+sina cosa+a & a
Az « szerinti derivalt zérushelyét keresveE az
b bcosa asina a
fla) =~ 7 -~ a2 T + =0

sina sin*a cos?a  cos?a
egyenlethez jutunk. Ebb6l atalakitasok utan
a—b+bsina—acosa

f'e) = =0,

(1 —sina)(1l — cosa)

tehét
(4) a—b=acosa—bsina.

Osszuk végig az egyenletet \/a? + b2-tel, és jelolje B azt a hegyesszoget (6. abra), amelyre
a . b

—_— sin f = ———.

1/61124_1)2 ‘/Cl,2+b2

2 Bizonyitas nélkiil kozoljiik a kovetkez$ derivalasi szabalyokat:

1 1y 1\ i 1
gy = (5) — o (o) — o ()=
(0% (0%

. ) . . )
s~ @ s @ smn” « Cos &

cos 3 =




Ezek felhasznalasaval egyenletiink:
a—>b
Va2 + b2

Feltehets, hogy a > b. Igy a bal oldal cos$-nal kisebb nem negativ szam, és pontosan egy olyan g hegyesszog
talalhato, amely az (5) egyenletet kielégiti. Ez azonban a feladat megoldasat jelent6 minimumbhely is. (A szélsGérték
létezik, éspedig minimum, hiszen 0 < o < 90° szogekre az f'(«) nevezGje pozitiv, a szamlalo pedig szigortian monoton
né és igy f'(a) az ap helyen negativbol megy pozitivba.)

Az (5) egyenlet moédot ad minimalis keriiletti C30D3 haromszog szerkesztésére. Ha a = b, ap = 45°, ha pedig
a > b, akkor tekintsiik azt a H pontot, amely a PO szakasz, mint a4tméré folé rajzolt felkor és a P kézépponti, (a —b)
sugara kor metszéspontja (7. abra).

(5) cos(a + f3) =

G
H
B L P
fl
b
0 N A D,
7. dbra

Az OPH derékszogi haromszogre (5) nyilvanvaloan igaz, tehat a Cs D3 egyenes azonos a H P egyenessel.

Miutan szerkesztési eljarast talaltunk a keresett egyenes meghatarozasara, az V. feladat — a IV. szovegét alapul
véve — a sziikséges valtoztatasokkal pontosan megfogalmazhato.

Ha a feladatban a C3D3 egyenesnek csak a meghatarozasat kivanjuk, akkor természetesen az (5) megadasaval a
feladatot megoldottuk. Egy késébben felmeriil§ probléma azonban azt kivanta, hogy utélag szdmitsuk ki az

x=AD3 =b ctg a

tavolsagot. Tulajdonképpen a (4) egyenletet kielégits hegyesszog tangensét kell kifejezni az a, b paraméterekkel.
Hasznaljuk fel a

@] (8] (6]
2 tg— 1—tg?— 1—tg?—
sina=72, cosa = 72, ctga=72
1+t2g 1+t2g 2 tg

&3 &3 83

Osszefiiggéseket a t = tg% jelolés bevezetésével. Helyettesités és atalakitas utén a (4) egyenlet:

2at® = b(1 — t)?,

és ebbdl 0 < t < 1 miatt

WV
20+ Vb

x:bctgazbl_t2 = a\/E—i—b\/%'
2t Vb++2a
VI. feladat. Maradjon az adott ~ szdg tovabbra is derékszog, és a P ponton atmend egyenesek koziil hatarozzuk
meg azt, amelynek a szarak kozé esé szakasza a lehetd legkisebb.

Tekintsiik a 6. abrat és az (1) Osszefiiggést:

Tehat

2
CDQ_(a+x)2+<b+a—b> .
X



A miiveletek elvégzése és rendezés utan:

b2 b2 2b2
CD? —a® —b* = <$2+a—+a—)+<ax+ax+a—2>.
x x x

A jobb oldalon all6 barmelyik zaréjeles kifejezésben a harom tag szorzata allando, és igy az Osszeg kiilon-kiilon akkor
a legkisebb, ha a tagok egyenl6k, tehat az
2
z? = ﬂ ill axr = a_2
x x
egyenlGségek fennalldsa mellett. Mindkét egyenletbdl

3
r = Vab?.

Szerencsés eset, hogy a két minimumhely egyenls, hiszen igy bizonyos, hogy a kapott érték az Osszegfiiggvény mini-
mumbelye is. (Az igazsag az, hogy a ,tarsasag” az otthoni munka soran a differencidlszamitas alkalmazasaval probalt
eredményt elérni. Valakinek sikeriilt a kapott harmadfoku egyenlet gyokét meghatarozni, és ennek ismeretében ,,jottiink
ra” a fenti modszerre.)

Tehat — tekintettel még az (1) Osszefliggésre — a minimaélis atfogdju derékszogi haromszog befogoi:

(5) OCy =b+Va2b,  ODy=a+ Vab?.
Keressiink Osszefiiggést a Cy Dy szakasz hosszara.
C4D? = OC? + OD? = a® + b + 3aV ab® + 3bVa2b.

A jobb oldal kéttagu Gsszeg kdbe, tehat

(6) $/CyD? = Va2 + V2.

Most a feladat szovegében a szerkesztés szot nem szerencsés szerepeltetni, ugyanis a Cy, D4 pontok szerkesztése
— itt nem részletezhetd okok miatt —nem hajthato végre. (Kivéve természetesen azokat az eseteket, amikor az a és b
tavolsagokat szandékosan ugy valasztjuk, hogy szerkeszthetd legyen pl. a = 8b, © = 2b.) Ha az olvaso ismeri a kocka
megkettozésének problémajat, akkor elegendd pl. azt észrevenni, hogy a = 2b valasztassal z = bv/2.

T6bb javaslat is elhangzott a feladat végss szovegezését illetGen, végiil is a kovetkezot fogadtuk el, azzal az indokkal,
hogy ebben mar ne legyen haromszog, és leplezziik le a feladat szélsGérték jellegét:

A QRST téglalap QR, ill. QS oldalat hosszabitsuk meg az R, ill. S ponton tul. Messe a T ponton atmend egyenes
a meghosszabbitasokat az U, ill. V' pontban. Igazoljuk, hogy

BUV2§W+W.

Az ezutan kovetkez6 események is érdekesek voltak. Megunva a sok szélsGérték-feladat gyartasat, az a kivinsag
meriilt {61, hogy jo lenne a négy feladat (L., IV., V., VL)) megoldasa soran kapott ,minimum-haromszogeket” egy abran
latni, természetesen legyen mindeniitt v = 90°. Kival6 otlet, de mindenekel6tt el kellett donteni azt, hogy pl. a Dy,
Dy, D3, D, csicsok hogyan kovetkeznek egymas utén.

Rendelkezésiinkre allnak az

ADq, ADs, ADs3, ADy

tavolsagok az a, b paraméterekkel kifejezve, (az ADs-at ekkor szamitottuk ki):

Jap, whbEbvaa oo
Vb ++2a

Az nyilvanvalo, hogy ha a > b, a masodik kisebb, mint az elsé. Kideriilt azonban, hogy ez a lancolat folytatodik, tehat
a fenti sorozat szigorian monoton csokkend. (Gy6z6djék meg rola az Olvaso is!) Ezek utan késziilt a 8. 4bra.

a,
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8. dbra

Valaki azt kérdezte, hogy vajon igaz-e, hogy a CyD, szakasz a legkisebbek koziil is a legkisebb? Persze, a kérdés
felvetése igy nem helyes, inkdbb csak széjaték, azonban mindenki értette. Tehat ellendrizziik a

C1D; 2 Cy Dy, CyDy 2 Cy Dy, C3D3 2 CyDy

egyenl6tlenségek helyességét, az utolsét az Olvaséra hagyva.
Az 1. feladat megoldasabol tudjuk, hogy
C1D? = 4a® + 4b%.

Felhasznalva (6)-ot, igazolnunk kell, hogy
Va2 + 402 = Va2 + V2,

Ebbél a? = 22, b* = 3/® helyettesitéssel adodik, hogy a jol ismert

slad+yd > x4y
2 = 2

kobos és szamtani kézép kozotti egyenlStlenségrsl van sz6. Ha az olvasd nem ismeri, emelje mindkét oldalt kobre, ossza
végig az egyenl6tlenséget (z + y)-nal (x> 0, y > 0), és akkor mér egyszertien kapja az (z — y)° = 0 egyenlGtlenséget.

3
A CyDy 2 C4Dy igazolasa mér tobb gondot jelent. Emeljiik mindkét oldalt §—ik hatvanyra, és mindkét oldalt

fejezziik ki az a, b paraméterekkel, felhasznélva a (3) és (6) képleteket. Rovid szamitas utan, adodik az alabbi egyen-
16tlenség:

f/(a+b)(ﬁ+x/5)22 Va2 + V2.

Probaljuk bizonyitani, egyuttal készitsiink bel6le 1j feladatot. Hogy a gyokjelektl megszabaduljunk, emeljiik mindkét
oldalt kébre, és vezessiik be az a = u®, b = v° (u > 0, v > 0) jelolést.

VII. feladat. Igazoljuk, hogy a pozitiv u és v szamokra
(7 (u® + U3)2(u6 +0%) > (ut + ’U4)3.

Ekvivalens atalakitasok utén
u3v3(2u6 — 3uv + 20303 — 3uv® + 205 > 0.

A bal oldal u = v esetén zérus, tehat (u — v) kiemelhet6:

PP (u —v)[2(u® — 0°) — wo(u —v)(u+ v)2} = 0.



Ismét kiemelhets u — v, és igy az
(8) P (u — v)* (2u* + uPv 4+ uo® + 201) 2 0

alakot kapjuk, amely pozitiv u, v szdmparokra nyilvan igaz. Egyenléséggé akkor és csak akkor valik — a pozitiv szamok
korében — , ha u = v.

Nehezebb feladat az Osszes olyan u, v szZdAmpar meghatarozasa, amelyre a (7) egyenlStlenség teljesiil. Ha uv 2 0,
akkor az egyenl6tlenség fennall, hiszen ekkor uv = 0, vagy pedig u és v megegyezd elGjeld. Bizonyitani fogjuk, hogy
mas esetben (uv < 0) nem igaz. Ehhez elegendd belatni, hogy a (8) alakban az utols6 tényezd pozitiv.

Irjuk ezt a tényezét a kovetkezs modon:

u?v? du  4v 2
—+—4+1) —33].
©) 8 l( v + U + >
Tehat legyenek u és v ellenkezs elGjeliek, és tekintsiik a
U v
(2)+ (3
v U

Osszeget. A két tag szorzata 1, tehat allando, és igy az Gsszeg akkor a legkisebb, ha a két tag egyenlS. Mivel azonban
pozitiv szam csak akkor lehet egyenld a reciprokaval, ha a szam (és a reciproka is) 1, az Osszeg legkisebb értéke 2, azaz

L )
v (T
ebbdl A A
L
v u
tehat )
4 4
<—u+—v+1) > 49.
v u

Eszerint a (9) valoban pozitiv.
Végeredmeényben azt mondhatjuk, hogy (7) ekvivalens az

wo(u—v)> 20

egyenl6tlenséggel.

Mar be is fejezem a ,rovid” beszamolot. Miutan az Olvasé végigtanulmanyozta a cikket (ha csak nem a végével
kezdte), elhiszi, hogy a tanulok ezt a tevékenységet nagy kedvvel, buzgalommal, gyakran szocsaték kiséretében vé-
gezték. Mondhatja valaki, hogy tagozatos osztalyrol lévén sz, természetes, hogy a matematikit mindig és barmilyen
mennyiségben lelkesedéssel miivelik. Egyaltalan nem természetes. Ezek a tanuldk kozépiskolai tanulmanyaik soran
elég sok feladatot megoldottak, a feladatmegoldas egyhangiu taposémalméaban olykor el is faradtak, és ez a valtozas
szamunkra is 0j szint jelentett.

Sokan a matematikat bonyolultnak, érthetetlennek, és ami a legnagyobb baj, algoritmikusnak tartjak. Az is, ha nem
tudunk megszabadulni a sablonoktol, csak tételekben, bizonyitasokban gondolkodunk, és tiirelmetleniil, mindenéron a
feladatmegoldoéi repertoar bovitésére toreksziink. Természetesen a készségek megszerzése is nagyon fontos, az egyszer
megtanult és bevalt szabalyt, mozdulatot, modszert szabad t6bbszor is megismételni. Azonban a matematika elsaja-
titdsanak f6 mozgatdja az érdeklédés fenntartasa, a felfedezés 6réme, a sikerélmény, ahogy mondani szokas, az ehhez
vezet$ Ut pedig az Onallosag, aktivitas, a tevékenységi formak helyes valtogatasa, a jatéktol a megfeszitett munkaig.



