1. Algebrai atalakitasok végzésekor gyakran van sziikség két- vagy tobbtagu Osszeg valamilyen pozitiv egész kitevsji
hatvanyanak a kifejtésére. Bar ilyen esetben — konkrét kitevs mellett — az eredmény ismételt beszorzas utjan is
meghatarozhatd, ez azonban tobbnyire hosszadalmas szamitgatas, ezért — ha lehet — célszerd elkeriilni. Kézenfekvd
megoldéasnak latszik, hogy tipizaljuk a lehetséges feladatokat, és az egyes tipusokra kapott végeredményeket probéljuk
altalanositani, minden egyes esetben alkalmazhat6va tenni.

2. Vizsgaljuk elGszor a kéttagu Osszegeket. Az eredményben varhatdéan nem lesz szerepe annak, hogy az egyes
tagoknak van-e valamilyen bels§ szerkezetiik, ezért egy—egy betiivel jeloljik Sket, mondjuk a-val és b-vel. Az elss
néhany hatvany kifejtése a kovetkezs:

(a+b)? = (a+b)(a+0b) = (a® + ab) + (ab + b*) = a® + 2ab + V?,
(a+0b)* = (a+b)(a+b)? = (a® + a®b) + (2a®b + 2ab?) + (ab® + b*) =
= a® + 3a%b + 3ab® + b3,
(a+b)* = (a+b)(a+0b)? = (a’ + a®b) + (3a®b + 3a*b?) + (3a®b* + 3ab®)+
+ (ab® 4+ b*) = a* + 4a3b + 6a2b* + 4ab® + b*.

Eszrevessziik, hogy n = 2, 3 és 4 mellett (a + b)"-ben csak olyan a*b™ tipust szorzatok fordulnak els, amelyekben
k+m =n (k és m természetes szam vagy 0), és ezek mind el is fordulnak. Célszert ezeket gy rendezni, hogy a k és
m kitev6k monoton valtozzanak, ezt tettiik mar a fenti példdkban is. Tegyiik fel, hogy mar meghataroztuk (a + b)"-t,
és ez olyan alaki volt, mint a fenti kezd6 kifejezések. Jeloljiik benne a*b™ egylitthatojat egyeldre {k, m}-mel, ezzel a
jeloléssel

(1) (a4+b)"={n,0ta" +{n—1, 1}a" o+... +{k, n—E}Ya"b" % + ...+ {0, n}d",
szorozzuk meg ezt (a + b)-vel, igy kapjuk a kovetkezd hatvanyt:
(a+b)"t" = {n, 0}a" ™" +{n, 0}a"b+{n—1, 1}a"b+{n—1, 1}a" 'b> +... +
(2) +{k, n— k}Ya" 0" 4 (ky, n— k}a"b" TR 4 440, n}ab™ + (0, n}a™ .
Ebben csak olyan a*b™ tipust szorzatok fordulnak els, amelyekben k +m = n + 1, és ezek egyiitthatoi rendre

{n+1, 0} ={n, 0},
{n, 1} ={n, 0} +{n—1, 1},
(3) {n—1, 2} ={n-1, 1} +{n -2, 2},

{1, n} ={1, n =1} + {0, n},
{0, n+1} ={0, a}.

Tetszoleges n-re fennall, hogy {n, 0} = {0, n} = 1, hiszen a legmagasabb hatvanyon szerepl§ a vagy b minden
esetben csak egyféleképpen all el, ti. tgy, hogy mind az n tényez6bdl éppen a-t, illetve b-t valasztjuk ki. Ez a
magyarazata (3) els§ és utolsé sordnak. A t6bbi sor azt fejezi ki, hogy egy a®b™ alaka tag kétféleképpen allhat eld:
gy, hogy a*~1b™ alakut szorozzuk be az utolsé (a + b) tényezd a tagjaval, és ugy, hogy az a*b™ 1 alakut b-vel.

Mivel az {1, 0} és {0, 1} egyiitthatok értéke ismert: 1, azért (3) alapjan tetszSleges n-re meghatarozhatok az
egyiitthatok, az Osszefliggések ismételt alkalmazéasaval.

Megjegyezziik még, hogy a {0, 0} egyiitthatot megallapodasszertien 1-gyel egyenlének tekintjiik, mivel (a+4b)° = 1.

3. B. Pascal francia matematikustol (1623-1662) szarmazik a kovetkezs szellemes otlet: az egyiitthatok konnyebb
kiszamitéasa és attekintése érdekében érdemes Sket haromszog alaka téablazatban elrendezni. A haromszog (felss) cst-
csdban a {0, 0} érték szerepel, majd ez alatt balra és jobbra ferdén az {1, 0} és a {0, 1}, és igy tovabb. A héaromszog
két szarat csupa l-es alkotja, alapjat pedig az utoljara kiszamitott egyiitthatok, vagyis az eddigi legnagyobb n-hez
tartozo egyiitthatok sorozata. A haromszog ,,belsejében” 4llo egyiitthatok a balra és jobbra ferdén folottiik allo két—két
szam Osszegeként allnak els (3) értelmében. Az 1. dbran a Pascal-féle haromszoget ideiglenes jeloléseinkkel latjuk, a
2. abran pedig ugyanazt, de a konkrét szamértékek feltiintetésével. (Néhany esetben jeleztiik az elGallitas modjat is.)
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2. abra

Az eddig hasznalt {k, m} jeloléssel az altalanos eset targyalasat kivantuk elSkésziteni; ezeknek az egyiitthatoknak
a szokasos jeldlése a kovetkezs:

(4 tkomy = (5,

olvasd: (k + m) alatta k, vagy még igy is: (k +m) a k folott, és kozvetlen kiszamitasara is ismeretes Osszefliggés:

(k+m)!
®) thm} = T
[Itt n! — olvasd: n faktoridlis —azn-(n—1)-(n—2)-...-2-1 szorzatnak (a tényezdk szdma n) egyezményes, rovid

jelolése. Megéallapodéas szerint 0!-on 1-et értiink.|

Az (1) Osszefliggést binomidlis tételnek szokas nevezni, az (Z) egyiitthatot pedig binomidlis egyiitthatonak — a
Hkét tag” jelentési gorog binom kifejezés alapjan.

Lassuk be, hogy az (5) képlet valoban megadja az (Z), vagyis a {k,n — k} egyiitthatokat. Az n = 0 érték mellett

0 0! 1
0 or-ot 1-1

Tegyiik fel, hogy mar belattuk az (5) Osszefiiggést minden olyan (k, m) parra, melyre k +m < n, és legyen most
(k, m) olyan szampéar, melyre k +m = n. Ha k vagy m értéke 0, akkor (5) valoban teljesiil. Ha k, m egyike sem 0,
akkor (3) szerint

ez kozvetlen szamitassal ellenérizhetd:

{k,m}={k—1, m}+ {k, m —1}.
Ezeket az egylitthatokat mar szamithatjuk (5) alapjan, hiszen (kK —1)+m =%k + (m — 1) =n — 1 < n, tehat

matk-1! (mtk—1) (m+k—1)
{k’m}_((k—l)!m)! +<k!(m—1))! = im ] Rt m) =

(k+m)!
Elm! ~

tehat (5) az olyan (k, m) parokra is igaz, amelyekre k +m = n. Igy lépésrél lépésre belathatjuk (5)-6t az Osszes szoba
johetd (k, m) parra.

4. A binomialis egylitthatoknak szamos érdekes tulajdonsaguk emlithets. Az (5) Osszefiiggéshdl kovetkezik példaul
szimmetridjuk:

(6) {k, m} = {m, kj.

Egy masik, gyakran hasznosithaté Osszefliggés a kovetkezo:
(7) > {i,n—i}=2"
i=0

Ezt Ggy bizonyithatjuk be, hogy (1)-be behelyettesitjiik az a = b = 1 értékpart.

A binomialis egyiitthatok fontos alkalmazésa: az n elem k-ad osztalyi kombinécioi szamanak kiszdmitasa. Ha a
feladat annak a meghatarozasa, hogy n kiilonb6z6 elembdl héanyféle moédon tudunk egy k-elemi csoportot kivalasz-
tani (pl. egy n tanulobol allo osztaly képviseletét egy tinnepélyen egy k didkbol allocsoport latja el, kérdés, hogy

hanyféleképpen jelolhetd ki az a csoport), a véalasz egyszertien Z , vagyis {k, n — k}

Egy kis képzelGerével belathatjuk, hogy ez igaz n = k = 0 mellett, de kényelmesebb a bizonyitast az n = 1 esettel
kezdeni: egy tanulébol k tagu csoportot k = 0 mellett is, £ = 1 mellett is egyféleképpen képezhetiink, ti. nem vessziik
be az illetd tanulét a csoportba, ha k = 0, és bevalasztjuk 6t, ha k = 1. Tegyiik fel, hogy mar valamilyen n-re belattuk,



hogy tetsz6leges 0 < k < n mellett az n tanulobol kivalaszthaté k taga csoportok szama {k, n — k}. Vegyiink (n+ 1)
tanuldt, és valasszunk ki koziiliikk egyet. Ha 0 < k < n+1, tanuléinkbol kétféleképpen alakithatunk ki k tagt csoportot:
vagy kozéjiik vessziik a kivalasztott tanuldt, vagy nem. Az elsé esetben még k— 1 tanuldt kell valasztanunk, amit a mar
bizonyitott allitas szerint {k—1, n—k+1}-félképpen tehetiink meg, a masodik esetben még k tanulot kell valasztanunk,
amit {k, n — k}-féleképpen tehetiink meg. Tehat Osszesen {k — 1, n+ 1 — k} + {k, n — k} a lehetGségek szama, és ez
(3) szerint épp {k, n + 1 — k}. A még meg nem vizsgalt k =0 és k =n + 1 esetben {k, n +1 — k} = 1, és — mint az
kozvetleniil lathatd — ennyi a lehetséges valasztasok szama is.

5. A kéttagu Osszeg hatvanyainak kifejtésére szolgaléo modszer ismeretében felmeriilhet a kérdés, vajon altalanosabb
esetben, harom és tobb tag esetén léteznek-e hasonléd eljarasok.

Vizsgaljuk elGszor a haromtagi Osszegek esetét. Jelolje az a¥b™c*® tipusi tagok egyiitthatojat a két tagnal bevezetett
jelolés analogidjara {k, m, s}. Tegyiik fol, hogy k+m+s = n-re mar ismertek ezek az egyiitthatok. (n = 1-re mindharom
egyiitthato 1-gyel egyenls, ismert.) Hogyan hatarozhatok most meg az (n + 1)-ik hatvanyban szerepld egyiitthatok?

Nézziik meg (a + b + ¢)™-nek (a + b + ¢)-vel toérténd szorzésa soran egy konkrét k, m, s kitevé harmashoz tartozo
tag milyen, az n-ik hatvanyban szerepld tagokbol keletkezhet.

Legyen el6szor k, m, s > 0. Ekkor harom lehet&ség van, az

aktymes, akpmle és akpmesTt
alakok valamelyikébol all el6 aFb™c®
geként all el6 ugyantgy, mint két tag esetén (a+b)
Osszegeként. Eszerint:

(8) {k, m, s}=4{k—-1, m, s} +{k, m—1, s} +{k, m, s—1}.

. A kérdéses egyiitthato a fenti harom kiilonbozé tipust tag egyiitthatéinak ossze-
"t egyiitthatoi két egymas utani, (a4 b)"-beli tag egyiitthatojanak

Ha viszont a k, m, s kitev6k valamelyike eltiinik, pl. k¥ = 0, akkor az egyik fenti lehet6ség méar nincs meg, ab et
tartalmazo6 tag nem létezik. Ekkor:

(9) {0, m, s} ={0, m—1, s} +{0, m, s —1}.

Ez utobbi szabaly megegyezik a két tag esetében alkalmazott képzési szaballyal, hiszen itt tulajdonképpen valamelyik
tag (jelen esetben az a) figyelmen kiviil hagyasarol van szo.

Végiil ha egyszerre két kitevd egyenld nullaval, akkor az egylitthato természetesen 1. Tartalmazni fogja (8) ezeket
az eseteket is, ha megallapodunk abban, hogy {k, m, s} = 0 minden olyan esetben, ha k, m, s valamelyike negativ.

6. A Pascal-haromszogh6z hasonléan haromtaga Osszeg hatvanyozasa esetére is elrendezhetdk az egyiitthatok egy
egyszert geometriai alakzatban: tetraéderben. Nevezziik ezt Pascal-tetraédernek. Csucsa {0, 0, 0} = 1. A tetraéder
oldallapjait Pascal-haromszogek alkotjik, bels6 elemei pedig a mindharom tényez6t valoban tartalmazo tagok egyiitt-
hatoi. A 3. abran n = 6-ig lathatok a kiszamitott konkrét értékek tetraéderbe rendezve, harom esetben a (8) szerinti
képzést is feltiintettiik.




Barmeddig szemléljiik azonban ezt a tetraédert, nem tudjuk lekiizdeni csal6dottsagunkat. Mint mondtuk, Pascal
eredeti Otlete binomidlis egyiitthatok kényelmes kiszamitasat szolgalta, és épp ez az, amit nem mondhatunk el a
tetraéderiinkrél. Mégpedig azért nem, mert hidba sziilettiink térbeli lényeknek, irni csak sikban tudunk, legalabbis a
szokasos feltételek mellett, kiilondsebb technikai elGkésziiletek nélkiil. Ha sikban akarjuk elhelyezni az egyiitthatoinkat,
akkor le kell mondanunk arrol, hogy egyszerre mindent lassunk. Meg kell elégedniink azzal, hogy azokat a {k, m, s}
egyiitthatokat rendezziik egyméas mellé, amelyekre a k + m + s Osszeg ugyanaz az n szadm, majd elGallitsuk bel6liik
azokat, amelyekre ez az osszeg (n+ 1). Mint latni fogjuk, mas mar nem fér el a papirosunkon (taldn még az (n+2)-hoz
tartozo egyiitthatok elférnének, de t6bb mar igazan nem).

Kezdjiik azzal, hogyan lehet szAmharmasokat a sikon elhelyezni. Valasszunk harom egységvektort: e, f, g, amelyek
paronkénti szoge rendre 120°-0s. Tetsz6leges (k, m, s) szamharmashoz rendeljiik hozza a v = ke + mf + sg vektort,
és egy rogzitett origd mellett irjuk a {k, m, s} egyiitthatot a v helyvektora pontba. Megmutatjuk, hogy ha csak
azoknak a (k, m, s) szamharmasoknak megfelel pontokat jeloljiik ki, amelyekre a k + m + s Osszeg ugyanaz az n
szam, akkor kiilonb6z6 szamhéarmasokhoz kiilonb6z6 pontokat rendeliink. Az e, f, g, vektorok vilasztasa miatt ugyanis
e+ f+g =0, emiatt v = (k — s)e + (m — s)f, és mivel az e, f vektorokkal mar minden (az altaluk meghatéarozott
sikban levs) vektort egyértelmten allithatunk els, itt a (k — s), (m — s) kiilonbségek egyértelmien meghatéarozottak.
Ha viszont adott k + m+s=n, k —s=a, m —s =b, akkor k, m, s értéke mar egyértelmien meg van hatarozva:
n+2a—1> n—a-+2b n—a—>o
_— m = §=——.

k= ’ - 9

3 3 3

Tapasztalni fogjuk, hogy ha valamely n Osszeg mellett csak egész (k, m, s) szdmharmasoknak megfelel6 pontokat
jeloliink ki a sikon, akkor még azok a (k, m, s) harmasok is 4j pontokat hataroznak meg, amelyekre k+m+s=n+1,
vagy k+m+s=n-+2.

Tegyiik fel tehat, hogy valamilyen n mellett mar kiszamitottuk és elhelyeztiik a sikon az egyiitthatoinkat. Az (n+1)
kitev6hoz tartozo egylitthatokat (8) alapjan kivanjuk kiszamitani, ehhez valoban elég az n-hez tartozo egyiitthatokat
ismerni. Vizsgaljuk meg, melyek azok az 1j egylitthatok, amelyek szdmitdsdhoz az n kitev6hoz tartozd {k, m, s}
egylitthatot kell felhasznalnunk. (8)-bol kapjuk, hogy ezek a kovetkezok:

{k+1, m, s}, {k, m+1, s}, {k, m, s+1}.

Megallapodasunk szerint ezek helyét {k, m, s} helyébdl ugy kapjuk meg, hogy {k, m, s} helyvektorahoz rendre
az e, f, g egységvektort adjuk. Igy lépésrél lépésre megkapjuk az 1j egyiitthatok helyét a régi egyiitthatok helyébal,
az egyitthatok értékét pedig (8) alapjan szamithatjuk ki. Tekintve, hogy adott (n + 1) Gsszeg mellett kiilonboz6
szamharmasokhoz kiilénb6z6 sikbeli pontot rendeltiink, ha valamely Gj szdm helyét tobb régi szambol kiindulva is
megkaphatjuk, akkor az a szdm Osszege lesz mindazoknak, amelyekbdl a helye meghatarozhaté. Hiszen a kapott
helyhez csak egy egyiitthato tartozik, tehat a helyét kijel6ls régi szamok mindegyike ugyanannak az egyiitthaténak
a komponense. Eszerint rendre 6sszegezniink kell az 4j helyeken mindazokat a régi szamokat, amelyek az illet6 helyet
kijelolték.

4. dbra

A 4. abran bemutatjuk eljarasunkat az n = 0, 1, 2, 3 kitevsk mellett, az (n + 1) kitev6hoz tartozé egyiitthatokat
bekarikdztuk. Ezeket az ) egyiitthatokat masoltuk at a kovetkezs lépés dbrajaba, ahol (mar mint régi egyiitthatok)
karikazas nélkiil szerepelnek. A 4a adbran egy gazdasagosabb megoldast mutatunk be, ebben két—két lépést végziink el
egyszerre. Itt a masodik 1épést kettds nyilak, illetve kettds kordk jelolik.
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Hasonloan (5)-h6z, harom tag esetén is megadhatd a {k, m, s} kozvetlen kiszamitasara szolgald képlet:

(10) (k, m, sy = FEm+s)! Z!Z;f”

Ennek bizonyitasat az olvaséra bizzuk.

7. E két speciélis eset vizsgalata utan foglalkozzunk roviden az altalanos probléméaval. A cél az (a1 +az+...4+a,)"
hatvanyban szerepld egyes tagok egyiitthatéinak meghatéarozésa.
Az altalanos esetben is megadhato a (3)-hoz, illetve a (8)-hoz hasonlé rekurziv képlet:

{kla k27"'7k7“}:{k1_17 k27"'7k7“}+{k13 k2_177kT}++
(11) +{]€1, ko, ..., kr—l}.
Ha itt is megallapodunk abban, hogy {k1, ko, ..., k.} = 0 minden olyan esetben, ha valamelyik k, negativ, akkor (11)

érvényes az Osszes szOba jov6 egyiitthaté meghatarozasara. E képlet ugyanazzal a meggondolassal lathaté be, mint
amelyet a specidlis 7 = 2 és 3 esetekben alkalmaztunk.
Végiil (10) altalanos formaéja:

(k1 + ko, ..., +k,)!
Ty ey ! B

(12) {k1, kay ..., kp} =

(12) igazolasat is az olvasora hagyjuk. A hatvany kifejtését polinomidlis tételnek nevezik, (12) jobb oldalat pedig
polinomidlis egyitthatonak, a gérog ,,sok tag’ kifejezéshol.

Mar az r = 4 esetben sem készithetd konnyen attekintheté geometriai alakzat az egyiitthatokbol, hiszen azok
elhelyezéséhez 4 dimenzios térre kellene gondolnunk (és azt 2 dimenzioban lerajzolnunk). A 4. dbrasorozatnak megfelels
eljaras azonban — kis iligyességgel — itt is elvégezhets. A haromszogek helyett itt tetraéderek rajzolandok. A kovetkezs
tetraéder elemeinek az el6z6 abraba vald beirdsa mar nem célszert, mert az attekinthetGség rovasara megy.

A 3 =" —p—— ==
/ / 2 \
3
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Az 5. dbran bemutatjuk n = 4-ig (a + b + ¢ + d)" kiszamitott egyiitthatoit, egy esetben megjelolve azt a kis
tetraédert, amelynek cstcsaiban levs elemek Gsszegezésével a bekarikazott elem megadhat6. Eszerint (a + b + ¢ 4 d)*
kifejtésében az abced szorzat egyiitthatoja 24.

8. Befejezésiil vizsgaljuk meg roviden a polinomiélis tétel, illetve a polinomiélis egyiitthatok egy érdekes, valoszi-
ntiségszamitasi vonatkozasat.

Valamilyen kisérletnek r kiilénb6z6 kimenetele lehet: a1, aq, ..., a,. Ismerjiikk az egyes kimenetelek bekdvetkezési
valészintiiségeit is, ezek rendre: p1, pa, ..., pr, ahol p1 +p2 + ...+ p, = 1. Végezziik el n-szer egymés utéan a kisérletet,
és az egyes kisérletek legyenek fiiggetlenek. Ekkor az a;-k valamilyen n hosszisdgu sorozatat kapjuk, pl.:

(13) az, ai, ai, as, az, az, ..., as.

n db

A feladat azon P valoszintiség megadésa, hogy e sorozatban a; pontosan ki-szer, as pontosan kg-szor s i. t. fordul elg,
ahol k1 + ko + ks + ...+ k. =n.

Vizsgaljuk el6szor az alabbi specidlis kedvez6 sorozatot:

(14) ALy oy A1y A2y v eny A2y ovey Uy v ey (.

k1 db ko db k, db

Ennek bekovetkezési valdszintsége a megfelels valoszintiségek szorzata, hiszen feltevésiink szerint az egyes kisérletek
fiiggetlenek:

(15) pki, ko, ... Ky :plflka ..phs.

sorozat is megfelels lesz, és ezek valészintisége egyenld a fenti szorzattal. Szamitsuk ki az Osszes kedvezs esetek szamat.
El6szor kiilonboztessiik meg képzeletben egymastol az azonos indexi tagokat is — pl. egy masodik index hozzatevésével
—, és allapitsuk meg, ekkor hanyféle sorrend lehetséges. Ha sorba akarjuk rakni az igy kapott n kiilénbozé elemet, az
els6 helyre n szabad vélasztasi lehetGség van. A méasodikra méar csak (n — 1), hiszen egy elemet mar elhelyeztiink.
A sor folytathato, mig végiil az utols6 helyre mar csak egy lehetGség marad. Eszerint n- (n —1)-...-1 = n! az
Osszes lehetséges sorbadllitdsok szama. Most vegyiik figyelembe, hogy a k1 db a; elemet csak atmenetileg tekintettiik
kiilonbozének. Egy tetszbleges kedvezs sorozatban vizsgéljuk meg az a;-esek helyét. Szamoljuk meg az Gsszes olyan
sorozatokat, amelyekben minden elem megegyezik, csak az a;-esek vannak felcserélve egymas kozott. Ezeknek szama
éppen annyi, ahdnyféleképpen kq db a;-est egymaés kozott permutalhatunk; vagyis kq -sal el kell osztani az el6bb kapott
szamot, mivel minden tényleges esetet ky !-szor vettiink figyelembe. Most végezziik el ugyanezt a gondolatmenetet a

tobbi a;-vel is (i =2, 3 ..., r) igy a keresett permutacioszam:
n!
kilka ! o Kl
Ez azonban (12) szerint éppen {ki, ko, ..., k. }-rel egyenld.

A keresett P valoszintség a kedvezd esetek valdszintségeinek (esetiinkben egyenls valdszintiségeknek) az Gsszege-
zésével adodik:

(16) P={ki, ko, ..oy kr} - Dy ko, ke = 1K1, oy oo, K ypiph2 o ple,

Megfigyelhets, hogy az egyes (k1, ko, ..., k) r-esekhez tartozo valoszintiségeket (rogzitett p;-k mellett) a (p1 + p2 +
pr)" polinomiélis hatvany megfelel k;-khez tartozé tagjai adjak meg. E valoszintiségeket egyiittesen polinomidlis
valdsziniségeloszldsnak nevezziik.

Az itt vizsgélt probléméak formaélis egyezése természetesen arra vezethetd vissza, hogy tulajdonképpen ugyanarrol
a kombinatorikai alapfeladatrol van szo, r kiilonb6z6 elembdl képzett n-es sorozatokat kell 6sszeszamolni.



